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TEMA 1.
Caracteristicas generales de los fluidos
y repaso de matematicas para los
medios continuos






CAPITULO 1

El fluido como medio continuo

1.1. Solidos, liquidos, gases

La propiedad mecanica que distingue a los fluidos (gases y liquidos) de los sélidos es la
facilidad que tienen para deformarse. Un solido mantiene una forma determinada mientras no
se le aplique una fuerza externa. Un fluido no tiene una forma determinada, sino que adopta
aquella del recipiente que lo contiene. Cuando se le aplica una pequena fuerza a un trozo de
solido elastico, este se deforma proporcionalmente a la fuerza aplicada. Por el contrario, si
a un fluido se le aplica una fuerza, por pequena que esta sea, se deforma indefinidamente.
En otras palabras, un sélido presenta resistencia a la deformacién, existiendo, si el sélido es
eldstico, una relacién lineal entre fuerza y deformacion (Ley de Hooke), cuando esta tltima
es pequenia [ver Figura [1.1[a)]. Un liquido o un gas presentan resistencia a la velocidad de
deformacion. Se vera mas adelante que la mayoria de los fluidos, entre los que se encuentran
los més comunes, como son el aire y el agua, en las condiciones que normalmente se presentan
en la practica, obedecen a una ley lineal entre el esfuerzo cortante (o fuerza tangencial por
unidad de superficie) aplicado y la velocidad de deformacién [aunque estos conceptos se
precisaran en lecciones posteriores, en la Figura (b) se puede ver una ilustracién de esta
relacién lineal, donde 7 es el esfuerzo cortante]. Los fluidos que obedecen a este tipo de ley
lineal se denominan fluidos Newtonianos, en honor a Isaac Newton quien fue el primero en
formular una ley de este tipo en el Libro II de sus Principia para un movimiento simple de
un liquido, aunque la formulacion precisa de esta ley no fue hecha hasta mucho mas tarde
(ver mas adelante).

La frontera entre fluidos y sélidos no estd tan definida como se podria pensar en un
principio (ver Fig. . Existen sustancias, como algunas pinturas, que se comportan como
solidos elasticos si permanecen en reposo durante un cierto tiempo, pero que vuelven a
comportarse como liquidos si se las agita fuertemente. Otras sustancias, como la brea, se
comportan normalmente como solidos, pero si se les aplica una fuerza durante un periodo de
tiempo suficientemente largo, la deformacién crece indefinidamente como si fuese un liquido.
Afortunadamente, la mayoria de los fluidos, en las condiciones que normalmente se encuentran
en la practica, se comportan como Newtonianos y, por ello, el presente curso introductorio a
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la Mecanica de Fluidos se dedicara exclusivamente al estudio de fluidos Newtonianos, estando
fuera del programa del presente curso los fluidos no-Newtonianos.*

—

d
@ do

dt

Figura 1.1: Deformacién de un elemento sélido (a) y fluido (b) bajo la accién de un esfuerzo cortante 7.

@ aocT

MECANICA DE Elasticidad
SOLIDOS —
Plasticidad

Reologia

Figura 1.2: Mecanica de los medios continuos

Desde un punto de vista mecédnico, la distincion entre liquidos y gases no es tan
fundamental como entre éstos (los fluidos) y los sélidos. En lineas generales, la propiedad
mas importante que distingue a los liquidos de los gases es la compresibilidad: los liquidos
son practicamente incompresibles, por lo que su densidad permanece casi constante aunque
sobre ellos actien presiones muy distintas. Esta propiedad, en el limite ideal de suponer la
densidad de un liquido constante a una temperatura dada, hara que el estudio mecanico de los
liquidos sea mucho mas simple que el de los gases. Por el contrario, los gases son mucho mas
compresibles y cualquier movimiento que introduzca variaciones apreciables en la presion
producird también variaciones apreciables en la densidad del gas. Sin embargo, algunos
movimientos de los que estudiaremos no iran acompanados de variaciones importantes de
la presion, por lo que, a efectos mecanicos, los gases se comportan en esas situaciones como
si fuesen liquidos.

Para comprender mejor la distincién entre gases, liquidos y soélidos es interesante hacer
unas breves consideraciones sobre la naturaleza y la intensidad de las fuerzas intermoleculares
en funcion de la distancia intermolecular. Dos moléculas neutras que no reaccionan

'El alumno interesado en esta rama de la Mecanica de Fluidos (que normalmente se incluye en la ciencia llamada
Reologia ) puede consultar, por ejemplo, la monografia de G. Bohme, Non-Newtonian Fluid Mechanics (North-Holland,
Amsterdam, 1987), o el libro més general de R.I. Tanner, Engineering Rheology (Oxford University Press, Oxford,
2000).
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F |Liquidos  Gases
. — e ———

Fuerza de atracciéon

d() d'

Fuerza de repulsion

~ dfll

Figura 1.3: Esquema de la fuerza intermolecular de Lennard-Jones entre dos moléculas neutras en funcién de la
distancia intermolecular.

quimicamente interaccionan, en el supuesto de que estén aisladas del resto, de acuerdo con el
llamado potencial de Lennard-Jones: cuando la distancia entre ellas es menor que una cierta
distancia d, (d, ~ 3 x 107'%n, dependiendo del tamafio de la molécula) existe una fuerte
repulsién entre las moléculas debida a la repulsion electrostatica entre las nubes electrénicas,
que varfa con la distancia d entre las moléculas elevada a la potencia —11 (~ d~!); para
distancias mayores que d,,, las moléculas se atraen débilmente debido a la formacién de dipolos
eléctricos, variando la fuerza de atraccién, a grandes distancias, como d~°. Es decir, el médulo

de la fuerza viene dado por:
N7 2\ 1
Fd)=F,|=2] - (=2 , 1.1
=5 (%) - (%) (1)

donde F, es una constante (F, y d, dependen de las caracteristicas de las moléculas) y se
ha tomado positiva la fuerza de atraccién. Si las moléculas reaccionasen quimicamente, a
distancias muy cortas apareceria, una vez vencida cierta repulsion electrostatica, una fuerza
atractiva mucho més intensa (de origen cudntico ) que tenderfa a enlazar quimicamente las
moléculas, y que, por supuesto, no esta contenida en la descripciéon anterior.

La distancia tipica entre dos moléculas de una sustancia se puede estimar del conocimiento
de su masa molecular y de su densidad. Asi, por ejemplo, un gas tipico (oxigeno) en
condiciones normales (20°C, 1 atm) tiene una densidad de 1,33 kg/m®. Como la masa
molecular del oxigeno es 32 kg/kmol, en un metro cibico de este gas hay 0,0416 kmoles;
teniendo en cuenta el ntmero de Avogadro (Nj = 6,022 x 10?® moléculas/kmol), hay
n = 2,5 x 10%® moléculas de Oy por metro ctbico. La distancia media entre moléculas de
O, es, pues, n~ /3 ~ 4.1 x 107 m, que es unas diez veces la distancia d,. Es decir, las
moléculas de un gas tipico estan lo suficientemente separadas como para que se puedan
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S
Cf / @
&

Figura 1.4: Movimiento de las moléculas en un gas.

Juntar mas por accion de fuerzas externas, sin llegar a la barrera que supone la repulsién
electrostatica cuando la distancia intermolecular es menor que d,. En los liquidos, la distancia
intermolecular tipica es mucho menor, del orden de d, (en el caso del agua a temperatura
ambiente, la densidad es 10* kg/m? y como su masa molecular es 18, la distancia media es
de n7/% ~ 3,1 x 107'° m), con lo que habria que someter al liquido a presiones gigantescas
para vencer la repulsién electrostética (jque varfa como d~*'!) y asi comprimirlo; de aqui la
aparente incompresibilidad de los liquidos. Cuando un liquido se enfria por debajo de su punto
de fusidn solidificandose, la densidad generalmente varia muy poco (por lo general la densidad
aumenta ligeramente, salvo casos excepcionales como el agua); es, pues, sorprendente que
un ligero cambio en la densidad cambie tan drasticamente las propiedades mecéanicas de la
sustancia. Basicamente, las moléculas en un liquido y en un sélido estan aproximadamente a
la misma distancia (alrededor de d,), estribando la diferencia en que las moléculas de un sélido
estan ancladas en torno a unas posiciones de equilibrio en una cierta estructura (cristalina o
no), perdiendo la movilidad que disfrutaban en el estado liquido. En ambos casos las moléculas
estan tan cerca unas de otras que solo la accion de fuerzas de compresibilidad extremadamente
grandes pueden variar la densidad; sin embargo, la movilidad de las moléculas en el liquido
hace que la aplicacion de esfuerzos tangenciales provoque una deformacién continua, que
no se produce en el sélido. Al calentar un liquido por encima de su punto de ebullicién,
las moléculas se separan unas de otras, adquiriendo una energia cinética proporcional a la
temperatura, de forma que en el nuevo estado (gas) la sustancia es facilmente compresible,
asi como deformable.

1.2.  La hipotesis de medio continuo

Desde un punto de vista molecular, el estudio de los fluidos es extremadamente complejo
debido al gigantesco nimero de moléculas: en 1 mm?® de un gas en condiciones normales
existen alrededor de 10*® moléculas, mientras que en el mismo volumen de un liquido tipico
hay del orden de 10?°. El estudiar las interacciones de cada una de las moléculas con el resto
no solo serfa un esfuerzo préacticamente imposible, sino también valdio, ya que seria muy
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Escala molecular

Particula fluida Tamafiio macroscopico

Y ‘ 13 ‘
n (dV) L Ind

Figura 1.5: Variacién de una propiedad tipica (masa de moleculas por unidad de volumen o densidad) en funcién de
la distancia sobre la cual se promedia.

dificil extraer informacion macroscépica util a partir de la informacion molecular. Por ello,
en la mecanica de fluidos se utiliza la hipdtesis de medio continuo, de forma similar a la
teoria de la elasticidad en la mecanica de sélidos. Bajo esta hipédtesis, el fluido se considera
como un campo continuo en el que cada punto representa un volumen ¢V de fluido (llamado
punto material o particula fluida) lo suficientemente pequeno como para que pueda ser tratado
como un diferencial matematico, y lo suficientemente grande como para que contenga un gran
ntumero de moléculas y el caracter discreto (molecular) de la materia no se manifieste en él.
Asi, por ejemplo, el volumen 6V debera ser lo suficientemente grande como para que la masa
de las moléculas contenidas en él, )M, no fluctie de una manera cadtica debido al caracter
molecular del fluido, y lo suficientemente pequeno como para que esta masa 6M no varie
sensiblemente al pasar de un punto §V' () a otro vecino 6V (Z+ 6Z). Obviamente, la hipétesis
de medio continuo limita el rango de validez de la Mecanica de Fluidos a sistemas fluidos
cuyas condiciones sean tales que exista ese intervalo intermedio de tamanos 0V, grande para
que contenga un gran nimero de moléculas y se pueda hablar de valores medios, y pequeno
para que (6V)/?3 sea pequefio comparado con la longitud caracteristica L de variacién de esos
valores medios y se puedan considerar como variables continuas; es decir, n="/? < L, donde
n es la densidad numérica o nimero de moléculas por unidad de volumen, de forma que
exista un 0V tal que n~3 < (V)3 <« L (ver figura . Afortunadamente, la restriccién
n~Y% <« L se cumplen préacticamente en todos los fluidos en las condiciones que generalmente
se dan en la naturaleza y en la industria (vimos antes que n~'/3, es decir, la distancia media
entre moléculas, era del orden de 4 x 1075 mm para los gases tipicos, y del orden de 3 x 1077
mm para los liquidos tipicos, por lo que tendrian que existir condiciones muy extremas en
las cuales las propiedades macroscopicas variasen en distancias extremadamente pequenas
para que la hipdtesis de medio continuo no fuese valida). No obstante, existen situaciones,
como por ejemplo el gas interestelar, en que las moléculas estan tan separadas unas de otras
que la hipotesis de medio continuo falla y hay que estudiar el gas como si fuese un conjunto
discreto de particulas (que, por otra parte, rara vez interaccionan unas con otras). Veremos



16 MECANICA DE FLUIDOS. R Fernéndez Feria y J. Ortega Casanova

més adelante que la Mecanica de Fluidos hace uso de otra hipétesis (la hipétesis de equilibrio
termodinamico local) que es mds restrictiva que la hipdtesis de medio continuo, aunque
también se suele satisfacer en la mayoria de las situaciones de interés practico.

En la mecénica de medios continuos, en vez de hablar de la posicién ;(t) y de la velocidad
U;(t) de cada molécula, se habla de magnitudes medias en cada punto & (particula fluida de
volumen 6V centrada en Z) en cada instante t. Asi, se define la densidad,

- . Zfivl m;
pTt) = 51\}IEOT’
donde 6N (Z,t) es el niimero de moléculas en el elemento de volumen §V situado en el punto
Z en el instante t, m; es la masa de la molécula 7 y el limite V' — 0 se toma en el sentido
descrito anteriormente, es decir, (6V)'/? < L, pero (§V)'/? > n~'/3. La velocidad media del
fluido ¥ en el punto ¥ en el instante ¢ se define como

Zfivl m;v;

(1.2)

v(Z,t) = 1i 1.
0= m = -
donde 6M = 2(1”;]1 m;. Por ultimo, la energia interna por unidad de masa, e, se define
2 N 02 /2
e U iz MiVi/2 (1.4)

2 oV—0 oM ’

donde v = |v] siendo v?/2 la energfa cinética macroscépica por unidad de masa. Obsérvese
que no toda la energia cinética de las moléculas se traduce en una energia cinética media
o macroscopica del fluido, sino que parte de ella queda oculta en forma de energia interna.
Si las moléculas del fluido tuviesen grados de libertad internos, la energia asociada a ellos
deberia anadirse en el segundo miembro de , contribuyendo asi a la energia interna
macroscopica.

Con el uso de magnitudes medias que varian con la posicién y el tiempo (campos), las
ecuaciones que gobiernan el movimiento y el estado de un fluido no seran, como veremos,
ecuaciones diferenciales ordinarias como ocurre en la mecanica de particulas, sino ecuaciones
en derivadas parciales similares a las que se encuentran en otras teorias de campo como, por
ejemplo, las ecuaciones de Maxwell en Electromagnetismo, o las ecuaciones de la Elasticidad.

Lectura sugerida:

What separates a liquid from a gas?. Vadim V. Brazhkin and Kostya Trachenko. Physics
Today, vol. 65(11), p. 68 (2012).

Referencias y lecturas complementarias.?
= G. K. BATCHELOR, 1967. Secciones 1.1 y 1.2.
= R. FERNANDEZ FERIA, 2005. Capitulo 2.
= J. O. HIRSCHFELDER, C. F. CURTISS y R. B. BIRD, 1964. Seccién 1.3.
= P. K. KUNDU y I. M. COHEN, 2008. Secciones 1.1-1.4.

2Ver Bibliografia al final para la referencias completas.


http://www.physicstoday.org/resource/1/phtoad/v65/i11/p68_s1?bypassSSO=1
http://www.physicstoday.org/resource/1/phtoad/v65/i11/p68_s1?bypassSSO=1

CAPITULO 2

Repaso de algunas nociones matematicas de
interés para la mecanica de los medios continuos

No todo el contenido escrito en esta leccion se verd en clase. La mayor parte constituye un
resumen de temas que ya deben conocer los estudiantes y que se dan explicitamente para fijar
la notacién que se usara en este curso, para repaso y para referencia en posteriores lecciones.

2.1. Escalares, vectores, tensores

En la Mecanica de Fluidos, como en muchas otras ramas de la Fisica y de la Ingenieria,
aparecen magnitudes que son escalares, otras que son vectoriales y algunas otras que son
tensoriales. Antes de pasar a describir matematicamente el movimiento y la dindmica de
los fluidos, en cuyas ecuaciones apareceran estas magnitudes, es conveniente hacer un breve
repaso preliminar de estos conceptos mateméaticos basicos y de las operaciones méas comunes
entre ellos. Aunque en la introduccion de algunos de estos conceptos se usaran coordenadas
cartesianas, se hara énfasis en el uso de la notaciéon vectorial, de manera que los resultados
de las operaciones no dependan del sistema coordenado utilizado.

Numeros puros y magnitudes fisicas que no requieren una direcciéon en el espacio para
su especificacion completa se denominan magnitudes escalares o simplemente escalares.
Ejemplos tipicos son el volumen, la densidad, la masa, la temperatura, la presion, la energia,
la entropia, etc.

Una magnitud vectorial, o simplemente un vector, es una magnitud tal que para su
completa especificaciéon necesita una magnitud escalar (médulo del vector) y una direccién.
Ejemplos tipicos en Mecénica (incluyendo la Mecénica de Fluidos) son la velocidad, la fuerza,
la cantidad de movimiento, la aceleracién, la velocidad angular, el momento angular, etc. Un
vector se puede representar por una linea recta en la direccién del vector con una longitud
dada por su médulo (en una escala determinada). Lo designaremos por una letra con una
flechita sobre ella (por ejemplo, ¥). Dado un sistema de coordenadas (cartesiano, cilindrico,
etc., ver mas adelante), un vector se representa por

T = x;€; 0 T = (11,19, 13)", (2.1)

donde z;, » = 1,2, 3 son las componentes del vector sobre cada uno de los vectores unitarios
€;, 1 = 1,2,3 que definen el sistema de coordenadas. Obsérvese que se ha utilizado la notacion
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Figura 2.1: Suma y producto escalar de dos vectores.

habitual de indicar suma mediante la repeticién de subindices en un mismo término (a veces
llamada notacién de Einstein). Por otro lado, en la representacién matricial [parte derecha
de (2.1)], el superindice T indica transpuesto. El médulo de un vector & se representara por
|Z|, o simplemente .

La suma de dos vectores se rige por la ley del paralelogramo (ver Fig. . En notacién

matricial, si @ = a;€; y b = b;€; en algun sistema de coordenadas,

EH—I;Z (a1+b1,a2+b2,a3+bg)T.

El producto escalar de dos vectores a y b es un escalar que viene dado por (ver Fig.

7]
@-b=abcosf (2.2)

y representa la proyeccion de @ sobre la direccién del vector b, o viceversa, la proyeccion de b
sobre la direccién del vector @. Claramente, si dos vectores son perpendiculares su producto
escalar es nulo. En notacién por componentes,

Se deduce que @-€; = a; para cualquier vector unitario €; que define el sistema de coordenadas
en el que estd representado a.

El producto escalar es conmutativo, a - b="b- a, y se tiene la propiedad distributiva en
relacién a la suma, (@+b)-=ad-c+b-c.

Como ejemplo tipico de producto escalar en Mecanica, si F es la fuerza ejercida sobre
una particula que se mueve con velocidad o, el trabajo realizado por dicha fuerza sobre la
particula es el producto escalar F.7

El producto vectorial de dos vectotes @ y l;, que se representara por a A I;, es otro vector
de médulo |@ A l;| = absen 0, perpendicular tanto a @ como a b y cuyo sentido es tal que la
rotacién de @ a b estd relacionada con el sentido de @ A b por la regla del ’sacacorchos’ (ver
Fig. . De la definicion se sigue que el producto vectorial no es conmutativo, puesto que
sen(—0) = —sen 6, de forma que @ A b=—bAd. Al igual que el producto escalar, cumple la
propiedad distributiva respecto a la suma de vectores, (@ + I;) AC=GNC+bBAC

Un ejemplo tipico de producto vectorial en Mecanica se tiene en un sélido rigido que gira
con velocidad angular & (ver Fig. : la velocidad de un punto situado en la posicion 7 en
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anb

&l

Figura 2.2: Producto vectorial de dos vectores.

relacién a un origen que pasa por el eje de giro es WAT. Si el giro cambia de sentido (& — —d),
la velocidad del punto cambia de sentido, de acuerdo con la propiedad no conmutativa del
producto vectorial.

Figura 2.3: Triple producto escalar.

El triple producto escalar, o producto mixto, de tres vectores a, b y C es el escalar
a- (5 A €) y representa el volumen del paralelepipedo formado por esos tres vectores (ver Fig.
. Esto tultimo se deduce facilmente teniendo en cuenta que bAC es un vector cuyo médulo
representa el area del paralelogramo formado por los vectores b y €y es normal al plano del

mismo, de forma que su producto escalar con @ proporciona el volumen. Teniendo en cuenta
las propiedades mencionadas anteriormente de los productos escalar y vectorial, se tiene:

a-(bANS)=(@Nb)-T=—a-(ENb) = ...

—
—

El triple producto vectorial de tres vectores d@, b y ¢, que verifica las propiedades
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se puede escribir como

(2.3)

Figura 2.4

Para verlo hay que tener en cuenta que el vector @ A (5 A ©) es perpendicular al vector b A c,
que a su vez es perpendicular al plano que contiene by ¢; es decir, tiene que estar en el plano
de by ¢. Luego

c_i/\(l;/\a = pb — ¢,

donde p y ¢ son escalares. Como @ A (l; A €) es perpendicular a @, su producto escalar por @
es nulo,

0=pd-b—qd-¢, dedonde p=Ad-¢, q=Aa-b, (2.4)
siendo A otro escalar. Por tanto,
AN((bAE)=Na-ab— \a-b)e.
Para determinar A, si se multiplica el vector anterior por un vector d en el mismo plano que
by ¢y perpendicular a ¢ (d- ¢ = 0),
d-[an(bAd)=Na-b-d)=a-[(brd)nd,

donde se ha hecho uso de la propiedad del triple producto escalar. Como (5 AE) N d estd en
el plano de b y ¢’y es perpendicular a d, es un vector en la direcciéon de ¢, cuyo moédulo es

bed sen 6 = bd cos(90° — 0)c.

Por tanto,

(ver Fig. teniéndose que

yA=1

Esta y algunas otras propiedades vectoriales son mas faciles de demostrar utilizando
explicitamente coordenadas cartesianas (ver, por ejemplo, BOURNE y KENDALL, 1992),
haciendo uso de la notacion para el producto vectorial, valida en coordenadas cartesianas,



CAPITULO 2. REPASO DE ALGUNAS NOCIONES MATEMATICAS DE INTERES PARA LA MECANICA DE

LOS MEDIOS CONTINUOS 21
€1 €y €3

Jzaﬁ, b:bz_;, anb= ap az Aas | . (25)
by by b3

Pero, como se dijo al principio, en este repaso al analisis vectorial se intenta utilizar una
notacion puramente vectorial, independiente del sistema de coordenadas. Mas adelante se
particularizaran para los sistemas coordenados mas comunes en Ingenieria.

Antes de introducir los tensores, es conveniente definir la diada formada por dos vectores
ay 5, o el producto diadico de dos vectores, que se representara simplemente como CTE,
sin ningun simbolo entre ellos, como una magnitud formada por nueve escalares, que en
coordenadas y en notacién matricial se representarian, respectivamente,

. a1b1 Cllbg a1b3
ab = aibjeiej s o ab= a2b1 a2b2 &2[)3 . (26)
CL3b1 CL3b2 CL3b3

Es decir, una diada es un tensor de segundo orden cuya componente ¢j viene dada por
T, = {c?g}ij = a;b;. En general, se llamard tensor de segundo orden (o de rango dos) a una
magnitud, que se designara con dos rayitas encima de una letra, formada por nueve escalares
en la forma . En un determinado sistema coordenado, definido por los vectores unitarios
€1 =1,2,3, se escribiria (en coordenadas o en notacién matricial)

_ _ Ty Tie Tis
T =Ty&e;, o T=| Ty Ton Tu |. (2.7)
T31 T30 Ti3

Obsérvese que un vector es un tensor de orden o rango unidad y un escalar es un tensor
de rango cero. De andloga manera se definirian los tensores de tercero, cuarto, y ordenes
superiores. Aqui solo se van a resumir las propiedades basicas de los tensores de segundo
orden y la palabra tensor implicitamente se referird a un tensor de segundo orden. Un ejemplo
tipico de tensor, muy importante en la Mecanica de los Medios Continuos y, por tanto, en la
Mecénica de Fluidos, es el tensor de esfuerzos 7, que se definird en lecciones posteriores.

El producto escalar de un vector por un tensor es un vector:

?-ﬁzb, g:b = T,ja;€; . (2.8)

Téngase en cuenta que, salvo que el tensor sea simétrico, este producto escalar no es
conmutativo, y no es lo mismo multiplicar por la derecha que por la izquierda:

T-ita-T=T -d, (2.9)
T;

= =T
teniéndose la igualdad si T"=T (es decir, si T;; = T};). El producto escalar de dos tensores

es otro tensor:

T P Q Q Q2j€z€] = zkpkjez€]> (210)

es decir, la habitual multiplicacién de matrices, en este caso matrices cuadradas 3 x 3. En
particular, para una diada se tiene
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@)-é¢=b-da y (ab)- (@)= (b-adad. (2.11)
También se puede definir el doble producto escalar de dos tensores, operacion que se

designard por dos puntos ('), y cuyo resultado es un escalar formado por la suma de las
multiplicaciones de los correspondientes términos de los dos tensores:

T:P=T,P;. (2.12)

De igual manera se puede definir el triple producto escalar para tensores de tercer orden, etc.
Se observa que el producto escalar reduce el rango del tensor en una unidad, mientras que
el doble producto escalar en dos. Por ello, al producto escalar también se le suele denominar
contraccion.

Un tensor particularmente importante es el tensor unidad o identidad, definido por

o I= (2.13)

o O =
O = O
—_ o O

donde 4;; es la delta de Kronecker (§;; = 0 si ¢ # j, d;; = 1 si i = j). Cualquier vector o

tensor multiplicado escalarmente por I permanece inalterado:

T-d=d-I=ad, 1-T=T-1=T. (2.14)

Por otro lado, el doble producto escalar de T por otro tensor proporciona la traza o suma de
los elementos de la diagonal de este tensor:

7:T= traza{?} =Ty, 1:db=ad b= traza{ab} . (2.15)

De la definicién ([2.7), donde un tensor viene dado por nueve escalares en una base formada

por los nueve tensores o diadas unitarias €;€;,4,7 = 1,2,3, en algun sistema coordenado,

esta claro que cualquier tensor se puede escribir como la suma de tres diadas formadas por

tres pares de vectores. Es decir, siempre se pueden encontrar 6 vectores tales que un tensor

cualquiera 7' se puede escribir como

T=ab+éad+éf. (2.16)

En esta notacién, se define el tensor conjugado de T como

Sl

.= bad +dé+ fé. (2.17)
Dado que

T-7=ab-v)+cd o) +é(f -0

7T, (2.18)

= =T
estd claro que el tensor conjugado coincide con el transpuesto, T'. =T . En esta notacion es

facil encontrar los dos invariantes més importantes de todo tensor 71" definido por (12.16]), el
primer invariante escalar,

T1:6-5+5-J+€-f:?:?:traza{?}, (2.19)
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y el invariante vector,
Ty=aAb+GANd+ENF. (2.20)

Dado un tensor T, estas dos magnitudes son invariantes frente a cualquier transformacién
lineal del sistema de coordenadas, que preserva los modulos de los vectores y los angulos
entre ellos (traslacién y/o rotacién). Existe un segundo invariante escalar (el determinante
de la matriz asociada al tensor) que no serd definido aqui por ser menos relevante para
la descripcién de la mecédnica de los medios continuos (ver, por ejemplo, ARIS, 1989). El
primer invariante escalar de un tensor coincide con el de su conjugado, mientras que el

invariante vector del tensor conjugado cambia de signo. Por tanto, para un tensor simétrico,
:T =
=T = T,., el invariante vector es nulo, mientras que para un tensor antisimétrico,

NSl

=T
= —T , el primer invariante escalar es cero (su traza es nula). Todo tensor se puede
escribir como la suma de un tensor simétrico y otro antisimétrico mediante la identidad

= 1 /= =T 1 /= =T

T:—(T+T)+—<T—T>. (2.21)
2 2

Se vera mas adelante que esta descomposicion, aplicada al denominado tensor de velocidad

de deformacién, es muy relevante para describir el movimiento de los fluidos.

En lo que sigue de este tema se resumiran algunas operaciones diferenciales e integrales
relevantes aplicadas a los campos escalares, vectoriales y tensoriales, es decir, a
magnitudes escalares, vectoriales y tensoriales que varian de un punto a otro del espacio.
Primero se definiran las operaciones mas relevantes en coordenadas generalizadas, para
después resumirlas en notacién vectorial, de forma que sean generales para cualquier sistema
de coordenadas. Esto permitira escribir las ecuaciones que gobiernan el movimiento de los
fluidos en cualquier sistema coordenado.

2.2.  Operaciones diferenciales en coordenadas curvilineas ortogonales

Sean «, Sy v un conjunto de coordenadas curvilineas ortogonales y €, €z y €, los
vectores unitarios paralelos a las lineas coordenadas en las direcciones de incremento de «, 5
y 7, respectivamente; es decir,

. 07 /0
€a = T4 1
|0% /0|
donde ¥ = Z(«, 5,7) es el vector posicién de un punto genérico con respecto al origen de

coordenadas (ver Fig. . Para que las coordenadas («, 3,7) sean ortogonales, se debe
verificar

ete. (2.22)

€o €g=€g €y =¢€q-€, =0, (2.23)
€a =€gNeE,, etc. (2.24)
Se definen las funciones de escala

o

a:a_a

oz

. h, = ‘37 , (2.25)

or
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(b)

Figura 2.5: (a) Coordenadas cartesianas. (b) Coordenadas curvilineas, mostrando la variacién de los vectores unitarios
cuando ¥ varia a lo largo de la ’coordenada’ .

de forma que

1 0%
Cp = ——, etc., 2.26
€ I 90 etc ( )

y el elemento diferencial de longitud viene dado por

d¥ = hadaé, + hsdBés + hdye, (2.27)
(dl)? = di - dF = h2(do)? + h3(dB)* + h2(dv)*. (2.28)

Las coordenadas ortogonales mas simples son las coordenadas cartesianas (z,y, z) [ver
Fig. [2.5(a)], en las que h, = h, = h, = 1, dT = dzé, + dyé, + dz€,.

A continuacién se resumen las operaciones diferenciales més comunes con el operador
nabla, que se designara por V, que es siempre un vector (es decir, un operador vectorial) vy,
por tanto, no se le pondra la flechita arriba, pues va implicita con la notacién V.

Si ¢ es un campo escalar, su gradiente es un campo vectorial que se define por

Vo= L 1 8¢4 1 8¢qa+i%qﬁ+ 1 89254

h; 8] = hg Oa hg 08 h 8

donde j = «, 0,7, y se ha utilizado de nuevo la notacion habitual de indicar suma

mediante la repeticién de subindices. Este vector V¢ es perpendicular a la superficie dada

por ¢(a, 8,7) = 0 en el punto considerado. Por otra parte, si ¥ es un campo vectorial,
U = 146, + V€5 + v,€, = v;€;, su divergencia viene dada por el campo escalar

(2.29)

L, 1ov 1 0
%) hahgh, |0 tohve)

g(hahgvv) : (2.30)

0
(hah')’vﬁ) + 87

9p

mientras que el rotacional de ¥’ es otro campo vectorial definido por

V-u
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h ea h565 h eV
— = . (2.31)

1
ey W >
hj0f  hahshy hove hgvg  hav,

El operador Laplaciano sobre un campo escalar ¢ se define como

Vip=Np=V-Vo

_ 1 9 (hghy ¢ hohy 09 hahg 0¢
o [ (e 00) 4 0 (o) D (ehad)) g

Otras dos operaciones frecuentemente usadas en la Mecanica de Fluidos son la Laplaciana

de un vector, V27, y la divergencia de un tensor, V - T, donde T = Tj;€:€;, i, = «, f3,7.
Estas dos operaciones se realizan utilizando las definiciones anteriores, es decir,

V3 =V - V(v;¢)), (2.33)
V. - T= €;* h—ja—j(ﬂkez€k> y (234)
teniendo en cuenta las relaciones
0e; 1 8hj . .
_ — 2.
aj h aZ e_] bl Z).] Oé?ﬁ7f)/7 ( 35)

que resultan de la ortogonalidad de los vectores €; (en la ultima expresién los subindices
repetidos no estdn sumados). Sin embargo, la operacién V27 se realiza mds fécilmente
utilizando la igualdad

V25 =V(V-7)—VA(VAD)
lecuacion ([2.64) de la seccién siguiente] y haciendo uso de (2.29)-(2.31]). Por tltimo, otra

operacién frecuente en la Mecanica de Fluidos es (g - V)d, donde ad y b son dos campos
vectoriales [en particular, aparecerd (- V)v]. Al igual que V27 y V- T, esta operacion, que es
inmediata en coordenadas cartesianas (en ellas es simplemente el producto escalar del vector

by el tensor V@), presenta ciertas dificultades en coordenadas curvilineas arbitrarias debido
a la variacién de los vectores unitarios €;. Normalmente se realiza haciendo uso de la igualdad

(b-V)i = (Va)-b—bA (V Ad) [ecuacion (2 - de la seccién siguiente|. La componente « es:

-

[(b-V)da =b- Vag + hZ(

Qe Oy, +a_58ha+%%
hy, O hg 08 ~ h, Oy

o (aaba 8ha (lﬁb/g ahﬁ aybﬂ, ahv)

2.36
h? Oa  hohg 0o hoh, Oc ( )

con expresiones similares para las componentes 3y 7.
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Figura 2.6: (a) Coordenadas cilindricas. (b) Coordenadas esféricas.

2.2.1. Coordenadas cilindricas y esféricas

El sistema coordenado ortogonal mas simple es el cartesiano, en el que hy = hg = h, = 1.
Los dos sistemas coordenados curvilineos mas comtinmente usados son el cilindrico y el
esférico. A continuacién se resumen las operaciones mas habituales con V es esas coordenadas,
que serviran para escribir las ecuaciones que describen el movimiento de los fluidos en dichas
coordenadas.

Las coordenadas cilindricas (7,0, z) estan relacionadas con las cartesianas (z,y, z)
mediante las relaciones [ver figura 2.6{(a)]

x=rcosh, y=rsinfd , z=z, (2.37)

con lo que h, =1, hy =1, h, = 1. Por tanto se tiene:

9, 100 90

Vo = 3,6 r+ = ~90°¢ 9+ 5,5 (2.38)
v-a:%%(rvr)+%%+%f, (2.39)

om (125 8) e (- B (B 1)
v¢_r8r<gf>+%%+%’ (241)

V2 = (V%T - %% - %) g + (V%@ + %%?g - :9) + V20,2, (2.42)
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10 10Ty  0T.g Tp | -
i {;a”Tr@”;W* 9= |
10 10Ty, 0T, .,
Z (T Z 2.4
+[T8r(r rz)+7’ 26 " 82162’ (2.43)

- L da, byoa, da, bgag\ _
“‘V)“—(bﬂﬁae T 7) r

8a9 b,9 8ag 8a9 prLT -
(bﬁ e T T T) ¢

Oa, byda, da, \ _

Las coordenadas esféricas (r, 0, ) satisfacen las siguientes relaciones [figura [2.6|(b)]:

xr=rsinfcosy, y=rsinfsinp, z=rcosh, (2.45)
h, =1, hg=r, h,=rsind, (2.46)
Vo — %a + %%e@ @g—zaﬂ, (2.47)
Vo= %%( o) + rsiln96<Si§60U0) * rsin@%f; ’ (248)
VU= (rsin@a(sgl;%) a rsin@%) &
* (r silneaﬁq:; a %a(g?)) €
(125122, o
Vip = %% (7’2%) + 3 Slme% (me%) - m%, (2.50)
V= (V%r a %% a % a 20(:;%0 2 sin@aaz;P) o
* (V2”" * g T D %ﬁ) @
# (Vo magon ~ i t o) @51
V.T= {%%(ﬁm) + @%(Sin@%ﬁ + Tsilneag’;’" _ To t TW] g,

2(Sin 9T99) + €y

1 8T¢9 Tgr - COtQTWP N
r2 Or + rsin§ 00 *

rsinf Oy r
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v Hg%(r?m) + @%(sm 0Ty,) + rsiln ; aggo 4 Lot ff’wT”"] &, (252
o (et
NN
+ (br% + %%a; + T:l“; ; %C:; + b“f’" + COtefs”ae) €. (2.53)

2.3.  Operaciones con el operador V

En coordenadas cartesianas es facil realizar las operaciones que involucran al operador
V (es decir, gradientes, divergencias, rotacionales) mediante el uso de subindices. Cuando
las coordenadas son curvilineas, la técnica de usar subindices es mucho mas complicada. Por
ello conviene, siempre que sea posible, realizar las operaciones con V en notacién vectorial
compacta, ya que de esta forma el resultado sera vélido en cualquier sistema coordenado. A
continuacion se dan una serie de identidades que involucran al operador V. Para su obtencion
se hace uso de la regla de derivacién de un producto [téngase en cuenta que, cuando los factores
son vectores, el orden es importante; asi, (V¢)7 # (V)¢, (V@) - b # b - V@, etc.]. También
se utilizan las identidades

VAVyp=0, V- (VAU)=0, (2.54)

validas para todo campo escalar ¢ y todo campo vectorial ¥, y las relaciones vectoriales
AN(bAE) = (T-Ab— (a-b)Z=(GAb) AT, (2.55)
i-bANS)=(GNb)-C=b-(CNG). (2.56)

En algunas de las siguientes expresiones se incluyen pasos intermedios para facilitar su
seguimiento. Un punto encima de una letra indica el factor sobre el cual actia el operador
V en los casos en que haya alguna ambigiiedad.

V(oY) = oV + 9V, (2.57)

V(¢?) = ¢VT + (V)7 (2.58)

V- (¢0) = ¢V -T+7-Vo, (2.59)
VA@U)=¢pVAT+VOANT=VAT—TAVe, (2.60)
V(@A) =V-(GAD)+V-(@AD)=(VAG) - b—a-(VAD), (2.61)
AN (VAD) = (Vb)-@— (@ V)b, (2.62)

TA(V AD) :V%v2 — (7- V), (2.63)
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V(@-b) = (Va) b+ (Vb -d=aA(VAD)+bA (VAT + (@ -V)b+(b-V)a. (2.66)

Vi=1, (2.67)
V.-7=3, (2.68)
VAZ=0, (2.69)
Vr = @/r, (2.70)

V(@) = (1 -i7)/r | (2.71)

donde I es el tensor unidad y r = |Z] es la distancia al origen de coordenadas.
Por tltimo, se incluyen algunas operaciones que involucran a un tensor de segundo orden

T. Ya definimos anteriormente [ecuacion (1.13)] el vector V - T. De forma analoga se puede
definir el tensor de segundo orden

= 10 0
VAT =é; N ——(T;r€;ék) (: € »k—Tklaa) , (2.72)
h; 0i~ 7" 0w
y el tensor de tercer orden
VT = h—a(]}kejek) <: ﬁeiejek) s (273)

donde entre paréntesis se ha incluido la correspondiente expresion en coordenadas cartesianas,
siendo €, el tensor de Levi-Civita (¢;;; = 0 si alguno de los tres subindices se repite, €;j; = +1
si la permutacion ijk es par en relacién a 123 y €, = —1 si es impar). Operaciones en donde
interviene el producto escalar de un vector y un tensor son, por ejemplo,

e — =T
V-0 T)=Vu:T+(V-T ) -0, (2.74)
= =T =
VA@-T)=ViAT +7-(VAT)T, (2.75)
— — =T
V@W-T)=Vv-T+VT -7, (2.76)

donde los dos puntos denotan el doble producto escalar de dos tensores (j B = A;;Bij),

AAB significa que el primer componente de ambos tensores se multiplica escalarmente y el
segundo vectorialmente (en coordenadas cartesianas, el componente i de este vector seria
€ijkA1;;Bii), y el superindice T significa tensor transpuesto.
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Figura 2.7

2.4. Teoremas integrales

Sea S una superficie cerrada que contiene un volumen V' y ¢ un campo vectorial definido
en él. El Teorema de Gauss (o de la divergencia) nos dice que el flujo de ¢ a través de S es
igual a la integral en V' de la divergencia de

/d§-17:/dVV-U, (2.77)
S 14

donde ds = dsii, siendo 7 el vector unitario normal a la superficie (hacia fuera) y ds es el
elemento diferencial de superficie. Este teorema nos proporciona una segunda definicién de
la divergencia de un vector:

1
Vo= lim—/ ds- v, (2.78)
S(V)

donde el volumen V esta definido en el entorno del punto en que se calcula V - ¥. Esta
definicion serda muy 1util cuando interpretemos fisicamente la divergencia de ciertos campos
vectoriales.

Del teorema de Gauss se pueden deducir las siguientes relaciones:

/ dsp = / dVVe, (2.79)

S \%4

/ 57 = / dVV7, (2.80)
S \%

/dﬁ:/dvvi (2.81)
S \%

/d§AU:/dVV/\U, (2.82)
S 14

etc. En general, estas expresiones se pueden resumir en:
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/Sd§...:/VdVV.... (2.83)

Un caso particular bastante importante es el denominado (primer) Teorema de Green:

/ V[V — $V7] = / VY - [0V — 6V
1% Vv

Y _ 0 _ 4,09
_/Sds-[w¢—¢vw] _/Sds [wan (ﬁ@n} : (2.84)

donde 0/0n es la derivada en la direccién normal a la superficie.

Un segundo grupo de teoremas integrales de uso comun en la Mecanica de Fluidos
estd encabezado por el Teorema de Stokes, que nos dice que la circulacién de un vector
v a lo largo de una linea cerrada I' es igual a la integral del rotacional de ¥ sobre una
superficie S que se apoya en I

/df-a:/dg-(vw), (2.85)
r S

donde dl es el diferencial de longitud siguiendo la direccién de la curva. Consecuencia de este
teorema somn:

/Fdfqb: /SdsTA Vo (2.86)

/dz“: d3A VT, (2.87)
T S
/dﬁ:/dg/\ VT, (2.88)
T S

/deU_/(d§A V) AT, (2.89)
T S

etc. En general,

dl...= [ (d5AV).... (2.90)
fr=

Obsérvese que ds-V AU = (d5A V) - ¥, por lo que el teorema original de Stokes se
puede escribir también en la notacién general (2.90).

Por 1ltimo, un tercer grupo de teoremas integrales, los Teoremas de Transporte de
Reynolds, que constituyen una generalizacién al espacio tridimensional de la féormula de
Leibnitz

d [*=t® bof db da
— de = | =de+ —f(x =bt) — — f(z = a,t 2.91
0t J.o f(x, t)dx o x+dtf(rc 1) dtf(:c a,t) (2.91)
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serd considerado con més detalles en el capitulo 5.
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TEMA 11I:
Cinematica del movimiento fluido






CAPITULO 3

Descripcion del campo fluido

3.1. Descripcion Lagrangiana y Euleriana

Esta lecciéon y la siguiente estan dedicadas a definir una serie de conceptos y presentar
algunos resultados necesarios para la descripcién del movimiento, o cinematica, de los fluidos.

Hay dos formas de describir el movimiento de un fluido. La primera, llamada descripcién
Lagrangiana (o de Lagrange), se basa en seguir la evolucién de cada particula fluida
individual a lo largo del tiempo. Asi, dada una particula fluida que en un cierto instante
to (= 0) estaba en un punto 7y, se define la trayectoria como la posicién de esa particula
fluida en instantes posteriores t > t:

T = (%o, ). (3.1)
La velocidad y aceleracion de esa particula fluida en cualquier instante ¢ se definen mediante

o or 0*%
U(Zo, t) = {%’ a(Zo, t) = 8_15:5 (3.2)

El movimiento del fluido queda especificado si se conocen todas las trayectorias, es decir,
Z(Zy, t) para todo Zy. Como se ve, la descripcién Lagrangiana utiliza conceptos propios de la
mecanica de particulas para describrir un medio continuo, por lo que no es aconsejable en la
mayoria de las situaciones debido a la complejidad de las ecuaciones a que da lugar.

La otra descripcién, més acorde con una teoria de medios continuos, es la descripcién
Euleriana (o de Euler), en la cual la magnitud fundamental es el campo vectorial de la
velocidad local del fluido ¥(%,t). Esta descripcién de Euler es la que normalmente se usa
en la Mecéanica de Fluidos y es la que se utilizara a lo largo del curso. A partir del campo
de velocidad definiremos a continuacion algunos conceptos cinematicos como aceleracion,
trayectorias, etc.

Una de las ventajas de la descripcion Euleriana es que en ella determinados movimientos
fluidos pueden ser descritos en forma estacionaria si se elige apropiadamente el sistema
coordenado de referencia, mientras que la descripcion Lagrangiana es intrinsecamente no
estacionaria en cualquier sistema de referencia. De esta manera, en ciertos movimientos fluidos
una de las variables independientes, el tiempo, desaparece, simplificando la formulacion si
se utiliza la descripcion Euleriana, mientras que en la descripcion Lagrangiana el tiempo
siempre esta presente explicitamente.
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Figura 3.1: Trayectoria.

3.2.  Trayectorias

Una trayectoria es la linea descrita por una particula fluida en su movimiento.
Matematicamente, en funcién del campo de velocidad U(Z,t), se define

dx

yr (@,t), Z(ty) =y, (3.3)

<y

que proporciona la trayectoria

Eliminando el tiempo ¢ en la expresiéon anterior, se obtiene una curva fija en el espacio
que se suele denominar senda de la particula fluida que inicialmente (¢t = ty) estaba en 7y
(normalmente se toma to = 0 ya que no afnade nada a la definicién anterior).

Las particulas fluidas que inicialmente estaban en una cierta linea (), donde A
es un parametro, seguirdn formando una linea en un instante cualquiera t [si el campo
U(Z,t) es continuo| que se denomina linea fluida. De forma andloga, las particulas que
inicialmente estaban en una superficie ¥(«, 3), formaran una superficie fluida. Para obtener
matematicamente la ecuacién de esta superficie en el tiempo no hay mas que eliminar los
pardmetros a y [ en la ecuaciéon ¥ = Z[t; Zo(a, B)]. Si la superficie inicial es cerrada, la
superficie fluida permanecera cerrada, y el volumen contenido en ella se denomina volumen

fluido.

3.3. Lineas de corriente

La linea de corriente que pasa por un determinado punto &y en un instante ¢ se define
como la linea que en ese instante es paralela a ¥(¥,t) en todos sus puntos. Es decir,

Lo F(@t), TN=0)=1. (3.5)

El pardmetro A en Z = #(\; ¥y, t) define la linea de corriente deseada. Obviamente, si el
movimiento es estacionario, ¥ = U(Z), la linea de corriente que pasa por un punto Zy coincide
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Figura 3.2: Tubo de corriente.

con la senda de todas las particulas fluidas que pasan por ese punto. Si el movimiento es
no estacionario, diferentes particulas fluidas que en tiempos distintos pasan por Ty describen
distintas trayectorias; como v varia, en general, en todos los puntos con el tiempo, ninguna
de las sendas tiene por qué coincidir con la linea de corriente que pasa por ese punto (que
por supuesto, también depende del tiempo).

La diferencia entre senda y linea de corriente que pasa por un punto en un movimiento no
estacionario se apreciard mejor con el ejemplo descrito en el ejercicio del final de esta leccién
y en la practica con material multimedia 'kinematics’. Desde un punto de vista experimental,
las lineas de corriente instantdneas se obtienen con la técnica denominada PIV (de las siglas de
su denominacién en inglés 'Particle Image Velocimetry’), descrita en el material multimedia
mencionado.

Otra forma de describir mateméticamente las lineas de corriente es [en coordenadas
cartesianas (z1, Ta, x3)]:

dr,  dvy  duxg (3.6)
(@0 0@t u@) |

en la cual no aparece el parametro \. Estas dos ecuaciones diferenciales proporcionan dos
superficies cuya interseccion es la linea de corriente.

Una superficie de corriente es aquella formada por las lineas de corriente que se apoyan
en una cierta curva Zy(y), donde v es un parametro. Si la curva Zo(y) es cerrada, tenemos
lo que se llama un tubo de corriente, el cual no puede ser atravesado por el fluido (ya
que ello implicaria que un mismo punto tiene al menos dos velocidades distintas). Las lineas
de corriente no pueden intersectar unas con otras, salvo en los puntos donde la velocidad es
nula. Por ello la localizacién de los puntos de velocidad cero, llamados puntos de remanso,
es tan importante para describrir el movimiento de un fluido.
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3.4. Traza

Es la linea formada por todas las particulas fluidas que en un instante cualquiera pasaron

por un punto Zp. Matematicamente:

dzr

dt
eliminando 7 en 7 = Z(7; 7y, t) se obtiene la traza que pasa por Zy, que, obviamente, depende
del tiempo. Si el movimiento es estacionario, senda, linea de corriente y traza por un punto
dado coinciden. Fisicamente la traza por un cierto punto se puede visualizar inyectando tinta
u otro colorante en dicho punto: las distintas particulas fluidas que van pasando por ese punto
se impregnan de tinta y van describiendo una linea (que en general dependera del tiempo)
que es la traza. Si el movimiento no es estacionario, esta traza no tiene por qué coincidir con
ninguna de las trayectorias de las particulas fluidas que pasan por ese punto, ni con ninguna
de las lineas de corriente que en cada instante pasan por ese punto (ver Fig. , ejercicio
al final de esta leccién y material multimedia). Esta representa la principal dificultad que
entrana la interpretacion de la visualizacién de un movimiento fluido no estacionario.

<y

(@,t), Zt=1)=12y ; (3.7)

Corriente . .
Placa oscilatoria

ifi
—> uniforme —

— Linea de corriente
— r~
—_ / /
' > /
/
/
/
/
Punto de
inyeccién

Senda

Figura 3.3: Esquema de las diferencias entre traza, linea de corriente y senda en un instante ¢ de un movimiento no
estacionario originado por la oscilacién de una placa en una corriente uniforme. Pulsar aqui para ver animacién del
video de S. J. Kline ’Flow visualization’.

3.5. Derivada sustancial. Aceleracion

Una magnitud fluida en un punto Z fijo en el espacio (en un sistema de referencia dado)
varfa con el tiempo no solo porque el movimiento del fluido sea no estacionario, ¥ = (&, t),
sino también porque distintas particulas fluidas pasan por el punto Z en diferentes tiempos.
Por ello, cuando se desea calcular la variacion con respecto al tiempo de una magnitud fluida
(escrita segun la descripcién Euleriana) en un punto & y en un instante ¢, pero para un


http://www.fluidmal.uma.es/NCMF/Senda_Traza_linea_de_corriente.mp4
http://www.fluidmal.uma.es/NCMF/Senda_Traza_linea_de_corriente.mp4
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observador que se mueve con el fluido (observador Lagrangiano), lo que obtenemos no es
simplemente 0/0t, sino algo més complejo que se denomina derivada sustancial. Este es el
precio que hay que pagar por utilizar la descripcion Euleriana y hacer uso de ecuaciones de
conservacién (de masa, cantidad de movimiento y energia; ver leccién 5) que, como veremos,
se cumplen siguiendo las particulas fluidas.

Sea ¢(#,t) una magnitud fluida escalar cualquiera (por ejemplo, la densidad, la
temperatura, etc.). La variacién de ¢ para un observador que se mueve con una particula
fluida es

¢ = ¢(Z + 0Z,t + Ot) — ¢(Z,t) = 0% - Vo + %& + O(|62%, 6t%) . (3.8)
Cuando 0t — 0, se tiene
op 0¢ 0T
E—E+E~V¢. (3.9)
Luego, la derivada sustancial, también llamada material, de ¢, se define:
D¢  0¢ . D 0

El primer término representa la derivada local y tiene en cuenta la no estacionariedad del
campo fluido; el segundo término es la derivada convectiva y representa la variacién de ¢
debido al movimiento del fluido en el entorno del punto considerado.

Una derivada convectiva que se utilizara muy a menudo es la de la velocidad, la cual repre-
senta la aceleracién siguiendo la particula fluida (es decir, la aceleracién en la descripcién
Euleriana pero para un observador Lagrangiano):

Dy 0v
E:E—f‘(ﬁV)l_f (3.11)

El primer término es la aceleracion local y el segundo la aceleracion convectiva, que también
se puede escribir como (v - V) = V(v?/2) — 0 A (V A ©) [ver ecuacién (2.62))]. Obsérvese
que, en general, (U-V)v # ¢+ (VU) [ver ecuacion (2.36)]; en coordenadas cartesianas esos dos
vectores si son iguales.

En el material audiovisual se vera de forma grafica la interpretacion fisica de la derivada
sustancial, tanto aplicada a una magnitud escalar como a una magnitud vectorial.

a

3.6. Circulacion. Vorticidad. Flujos irrotacionales. Potencial de velocidad

La circulacién a lo largo de una linea L se define

Fz/ﬁ-df. (3.12)
L

Si la curva L es cerrada, el teorema de Stokes nos dice que la circulacién es igual al flujo de
V A ¥ sobre cualquier superficie S que se apoye en L:

r:j[a-df:/dg-(vw), (3.13)
L S
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Figura 3.4

donde ds = 7ids. El vector

G=VAT (3.14)

se denomina vorticidad. Como se vera en la préxima leccién, & es una medida de la rotacion
local del flujo. Un flujo se denomina irrotacional ( mas estrictamente, un campo de velocidad
U es irrotacional) si & es cero. Claramente, si un flujo deriva de un potencial, es decir, si existe
una funcion escalar ¢ tal que

7=Vo, (3.15)

el flujo es irrotacional ya que V A V¢ = 0 para cualquier funcién escalar ¢. La funciéon ¢ en
se suele denominar potencial de velocidad, y un flujo definido de acuerdo con esa
ecuaciéon se denomina potencial. El inverso también es cierto: si un flujo es irrotacional, es
también potencial. Esto sigue directamente del teorema de Stokes: si V A ¢ = 0 en todo el
campo fluido,

fﬁ- dl'=0 (3.16)
L

para cualquier curva cerrada L; esto implica que la integral de ¢ entre dos puntos cualesquiera
del espacio no depende del camino que elijamos para llegar de un punto a otro, por lo que
podemos definir la funcién

P
6(7) = / 5 di (3.17)
0
donde P es un punto genérico de vector posicion &, siendo la integral independiente del
camino elegido para llegar desde el origen de coordenadas al punto P. Por otra parte,
P . Py . P .
¢(fl)—¢(52):/ 17-dl—/ U-dl:/ gedl. (3.18)
0 0 P

En particular, si elegimos un elemento diferencial a lo largo del eje =z,
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r+dx
oz + da,y, 2) — $(z,y,2) = / 0 (€., 2)dE = davu(+ Od,y. =) (3.19)

siendo 0 < # < 1. En el limite dx — 0,

% = vy(2,y,2) . (3.20)

Anélogamente se demostraria para los componentes y, z. Obsérvese que el potencial ¢ queda
fijado salvo una constante aditiva, que es irrelevante para el campo de velocidad.

En definitiva, tenemos que un flujo irrotacional o potencial se puede caracterizar por
cualquiera de las tres propiedades equivalentes siguientes:

(a) VAT =0;
(b) ¢, - dl = 0 para cualquier curva cerrada L, v
(c) 7=Vo.

Téngase en cuenta que la equivalencia entre (a) y (b) estd sujeta a las premisas del teorema
de Stokes. Asi, en el supuesto de que el campo v sea continuo y con derivadas continuas,
(b) siempre implica (a), pero para que (a) implique (b) la curva cerrada L tiene que
ser simplemente conexa. Mds adelante se vera un importante teorema relacionado con los
movimientos irrotacionales (Teorema de la Circulacién de Kelvin) que dice, a grosso modo,
que si un flujo ideal (no viscoso) es inicialmente irrotacional, permanece indefinidamente
irrotacional. De esta manera el concepto matematico de flujo irrotacional esta relacionado
con el concepto fisico de flujo ideal.

3.7.  Flujos solenoidales o incompresibles. Funcién de corriente

Otro tipo de flujos son los llamados solenoidales (estrictamente, campo de velocidad o
solenoidal), que verifican:

V-i=0. (3.21)

Si ¥ se puede escribir como

T=V A, (3.22)

donde v es un campo vectorial (que se suele denominar potencial vector), estd claro

-,

que ¥ es solenoidal, de acuerdo con la identidad V - (V A ¢) = 0. Andlogamente a los
flujos irrotacionales, el inverso también es cierto: si V - ¢ = 0, existe un vector 15 tal que
U=V A @/7, cumpliéndose, ademds, que 1/7 es también solenoidal, V - 1/7 = 0 (la demostracién
no se dara aqui para no desviar mas la atencién sobre aspectos puramente matematicos; el
alumno interesado puede consultar, por ejemplo, Aris, 1989, seccién 3.43).

Por el Teorema de Gauss (2.77)), un movimiento solenoidal también verifica que el flujo a
través de cualquier superficie cerrada es nulo,
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/*d&:/Vﬁmvzo. (3.23)
S \%

Asi, tenemos las tres siguientes propiedades para caracterizar un campo de velocidad
solenoidal:

(a) V-7 =0;
(b) T=V AP, V-4 =0,y
(c) [4U-ds =0, para cualquier superficie cerrada S.

Conviene recordar aqui que todo campo vectorial v se puede descomponer en la forma
(representaciéon de Helmholtz):

T=Vé¢+VAY, V-0=0, (3.24)

es decir, una parte irrotacional y otra solenoidal (para su demostracién ver, por
ejemplo, Sommerfeld, 1950, seccién 20). Sin embargo, esta representacion, tan usada en
Electromagnetismo, es poco usada en Mecanica de Fluidos.

Se vera en las lecciones siguientes que un campo de velocidad solenoidal, V - v = 0,
corresponde a un movimiento incompresible. Es decir, a un movimiento en el que el volumen
de las particulas fluidas no cambia y, por tanto, la densidad p permanece constante. Aunque
la mayorfa de los movimientos de liquidos, y una gran parte de los de gases (ver seccién
, pueden considerarse incompresibles, el potencial vector, en contraste con el potencial
de velocidad ¢, no se suele emplear en la Mecanica de Fluidos, ya que desde un punto de
vista matemético se reemplaza un vector (%) por otro (). Solo en movimientos solenoidales
(o incompresibles) bidimensionales tiene utilidad, pues en este caso el potencial vector tiene
una sola componente perpendicular al plano del movimiento, J = 41, donde 77 es el vector
unitario normal a la superficie del movimiento, y 1 es la llamada funcién de corriente.
Esta funcion de corriente si que es de gran utilidad en la descripcion de los movimientos
incompresibles bidimensionales, pues aparte de reducir la descripcion del movimiento fluido
de dos componentes de la velocidad a una sola funciéon escalar, proporciona las lineas de
corriente (de aqui su nombre).

Por ejemplo, en un movimiento que en coordenadas cartesianas se desarrolla en el plano
(x,y), U= v,€; + v,€,, la funcién de corriente vendria dada por

7=V AYE, , (3.25)

es decir,
I
oy Y Oz

que cumple identicamente la ecuacion de continuidad
Oy + %
ox oy

en virtud de la igualdad de las derivadas cruzadas. Las curvas ¢ = constante representan
lineas de corriente:

Vg

(3.26)

V.= =0 (3.27)
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d E@_?/)d +8_¢

5z 3y dy = —vydx + v,dy ,
d d
dp=0, “L=2 (3.28)
Uy Uy

Otros flujos incompresibles y bidimensionales no planos también admiten funcién de
corriente, ya que lo tinico que se necesita es que el potencial vector tenga una sola componente
en algun sistema ortogonal de coordenadas. Sin embargo, lo mas conveniente para hallar la
funcion de corriente es escribir la ecuacion de continuidad V - ¢ = 0 en las coordenadas
correspondientes y construir la funcion de corriente que satisfaga idénticamente esa ecuacion
teniendo en cuenta la igualdad de las derivadas cruzadas. Por ejemplo, el flujo incompresible
y axilsimétrico con solo dos componentes de la velocidad, v, y vy, tiene por ecuacion de
continuidad en coordenadas cilindricas (r, 0, z)

10rv,  10vg
o + ~8 = 0. (3.29)
Claramente, si definimos 1) mediante
1oy o
Vp = ;%, Vo — o s (330)

la ecuacién (3.29) se satisface idénticamente. La eleccién de la funcién de corriente en este caso
no es unica. Otros ejemplos en coordenadas cilindricas y esféricas se veran en los ejercicios y
en las lecciones siguientes.

3.8. Ejercicio de trayectorias, lineas de corrientes y trazas

El campo de velocidad de un movimiento plano viene dado, en coordenadas cilindricas
<T7 0)7 por
A B(1+ at
7=2¢ + M@, (3.31)
r r

donde A, B y a son constantes. Hallar la trayectoria, senda, linea de corriente y traza que
pasan por el punto (rg,0).

Solucidn.

Ecuaciones de las trayectorias:

dr A do B(1+ at)

— =y, ==, r—=yg=——7 3.32
dt v r rdt v r ( )
La integraciéon de la primera de estas ecuaciones, con la condicién inicial r(t = 0) = 7o,
proporciona

r? =12+ 2At. (3.33)

Sustituyendo esta funcién r(t) en la segunda ecuacién de (3.32)),
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db 1+at
—~ _pB_— 34
dt rg 4+ 2At° (3:34)

e integrando con la condicién inicial #(t = 0) = 0, proporciona la segunda coordenada de las
trayectorias que pasan por ese punto:

B ar? 2A

La senda que pasa (rg, 0) se obtiene, por ejemplo, despejando ¢ de (3.33)) y sustituyéndolo en
(3:35):

(3.35)

B r
0 = W {a(ﬁ_r%) +2(2A—ar§)lnr—0} .
En la Figura [3.5] estda dibujada esta curva para A = B = ry = 1 y dos valores de a, a = 1
y a = 0. Por cierto, para dibujarlas es preferible en este caso utilizar el tiempo como un

pardametro, es decir, las expresiones de la trayectoria (3.33)) y (3.35)).

(3.36)

S

4 .
- i
C A
OJ \
(%] \ -
y —Senda a=1 e,
> --S8endaa=0 | Y,

QO —

---L. de corriente a=1, t= r
---L. de corriente a=1, t=0,5 0
0F o Traza a=1, t=1 ‘
“““ Traza a=1, t=0,5
I I
3 -2 -1 0 1 2
X =1rCcos 0

Figura 3.5: Sendas, lineas de corriente y trazas que pasan por el punto (r =79 = 1,6 = 0) para A = B = 1 y distintos
valores de a y t.

Para hallar las lineas de corriente podemos hacer uso de un parametro A,

dr A db B(1 + at)
Vyr = Vg =

A Sk
cuya integracién con las condiciones de contorno (A = 0) = ry, (A = 0) = 0 proporciona

(3.37)

=712+ 24N, 0=

) (124,

Ty
En este caso, sin embrago, las lineas de corriente se pueden obtener facilmente prescindiendo
del parametro \:
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dr  rdf rdr r2df
o w7 A Bitay) (3:39)

que integrada con la condicién (6 = 0) = ry proporciona

A9 } (3.40)

B(1 + at)
Por supuesto, esta misma expresion se obtendria eliminando A entre 7y 6 en (3.38)). Como se
puede ver, las lineas de corriente que pasan por un punto dependen del tiempo y no coinciden

con la senda (3.36) para ningin instante (ver Fig. |3.5]), excepto si a = 0, en cuyo caso el
movimiento serfa estacionario y ambas curvas vendrian dadas por

r:roexp{

r=roes? . (3.41)

Las lineas de corriente también se podrian haber obtenido hallando previamente la funciéon
de corriente 9, que se obtendria de las ecuaciones

LA 106 Blta) o
"o 108’ r or
Integrando la primera se tiene que ¥(r,0) = A0 + f(r), donde f es una funcién arbitaria
de r. Sustituyendo esta expresiéon en la segunda ecuacion se obtiene una ecuacion diferencial

ordinaria para f:

(3.42)

df  B(l+at)
e

que integrada da f = —B(1 + at) Inr+ constante. Como la constante no aporta nada a la
funcién de corriente (téngase en cuenta que la magnitud fisica es la velocidad, que se obtiene
derivando la funcién de corriente y, por tanto, una constante aditiva no modifica el campo

de velocidad), la funcién de corriente se escribiria

W(r,0;t) = A0 — B(1 +at)Inr. (3.43)

Las curvas @ = constante proporcionarian las lineas de corriente. De la expresién anterior
claramente se obtiene como la linea de corriente que pasa por el punto (r9,0) en un
instante .

Por ultimo, las trazas que pasan por (r9,0) se pueden obtener en funcién del parametro
7 mediante las ecuaciones y condiciones iniciales

dr A o B(l+at) L L
i e rt=71)=19 ,0(t=7)=0. (3.44)

2 1+ 24¢
arg 2
t_ _ 0
a TH( 2A> A
7o

Eliminando 7 se obtendria la forma explicita en coordenadas cilindricas de las trazas para
los distintos instantes de tiempo t. Para dibujarlas, sin embargo, en este ejemplo es preferible

=13 +2A(t—1), 0 (3.45)

T 24
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utilizar el parametro 7 (ver Fig. para t = 0,5 y t = 1). Ninguna de las trazas que pasan
por el punto (19, 0) para los distintos instantes de tiempo coinciden entre si, ni con las lineas
de corriente ni con la senda que pasan por el mismo punto. Excepto, de nuevo, cuando a = 0,
en cuyo caso el movimiento es estacionario.

Referencias.

= R. ARIS, 1989. Capitulo 3.

= G.K. BATCHELOR, 1967. Capitulo 2.
G.M HOMSY, 2008.

S.M. RICHARDSON, 1989. Capitulo 2.

A. SOMMERFELD, 1950. Capitulos 1 y 4.

Material audiovisual sugerido:

FEulerian and Lagrangian Descriptions in Fluid Mechanics. John J. Lumley.


http://www.youtube.com/watch?v=mdN8OOkx2ko&feature=related

CAPITULO 4

Analisis del movimiento en el entorno de un
punto

4.1. Significado del tensor gradiente de velocidad Vv

Se apunté al comienzo de este curso que los fluidos no presentan resistencia a la
deformacién (como ocurre en los sélidos elésticos), sino a la velocidad de deformacién. Es por
ello esencial describir con precisién la velocidad de un punto en relacion a la velocidad de un
punto cercano. En esta descripcion juega un papel relevante el tensor gradiente de velocidad,
V4, que pasamos a analizar.

Sean ¥ y ¥ + 0v las velocidades en dos puntos cercanos uno de otro, P y (), con vectores
de posicion 'y & + 0Z. La diferencia de velocidades entre los dos puntos es:

57 = 6% - Vi + O(|07]?) (4.1)

donde V7 estd evaluado en el punto P(Z). Si 6% = dlé}, donde € es el vector unitario en la
direccion P(@), en el limite 6/ — 0 se tiene

ov

ol
de donde la variacion de v por unidad de longitud en P en la direccién de P_Q es la proyeccién
del tensor V' en la direccién PQ. En particular, 00/0x, 0U/0y, 0U/0z son las variaciones de
U por unidad de longitud en el punto Z en las direcciones coordenadas (cartesianas) €, €,, y
€., respectivamente. De esta forma, conocido el gradiente de la velocidad en tres direcciones
mutuamente perpendiculares, es decir, conocido el tensor Vv, la variacién de la velocidad
por unidad de longitud en cualquier direccién €; viene dada por la proyeccién de VU en esa
direccion.

=€ Vﬁ, (42)

4.2. Movimiento relativo de un elemento de volumen de forma arbitraria

El movimiento de cualquier elemento de volumen de un fluido se puede descomponer en
tres componentes: una traslacién a la velocidad de su centro de masa, una rotaciéon como
solido rigido y una deformacién, que a su vez se puede descomponer en dos partes, una
deformacion sin cambio de volumen y una dilatacién o contracciéon. En esta seccién se van a
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Figura 4.1: Movimiento en el entorno de un punto.

caracterizar matematicamente estas cuatro componentes del movimiento en términos de Vv
evaluado en un punto de referencia del elemento diferencial de volumen.

Sea P un punto (particula fluida) con vector posicién Z en el interior de un cierto volumen
0V pequeno y () un punto cercano, también dentro de 0V, de coordenadas ¥ + 0x; por
simplicidad escribiremos 7 = §Z, siendo |r] pequeno. Si la velocidad de P en el instante ¢ es
U, la del punto ) serda v + dv, donde

50 = -V + O(|f?) (4.3)

es la velocidad relativa de () respecto a P en el instante t. Por consiguiente, si 6V es pequeno,
es suficiente con evaluar V@ para conocer, con errores del orden de (§V)%? (es decir, del orden
de r?), la velocidad relativa de cualquier punto del volumen §V en relacién a la velocidad de
P. La expresién anterior se suele escribir en la forma

: (4.4)

=2l

5T =7 E+ 7
donde

§=%WW—(meL§=%WW+(VQﬂ, (4.5)

son las partes antisimétricas y simétricas del tensor V¥, respectivamente [ver (2.21)); (V)T

denota el tensor transpuesto de V. De hecho, la descomposicién anterior es equivalente a
la representacion de Helmholtz de ¢ [ecuacién ((3.24)]:
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05

Sl

Figura 4.2: Cambio unitario de volumen.

Vi =V(VAY+ Vo), (4.6)

siendo el primer término un tensor antisimétrico (de traza nula, V-V A 1; = 0) y el segundo
un tensor simétrico. Sin embargo, el usar ¢ y 1 en vez de ¥ no introduce ninguna ventaja.
El tensor antisimétrico £ tiene, por supuesto, traza nula (&; = 0) y verifica &; = —¢;;. El

término 7 - £ se puede escribir como

7OE =

R T S SO
§r-[VU—(Vv)]-j(r-V)v—(Vv)-r_]—§(V/\v)/\r—§w/\r, (4.7)

donde & es la vorticidad. Por tanto, 7 E representa una rotacion de P@ alrededor de P con

velocidad angular &/2 = (V /\_17) /2. Como el punto @ se ha elegido arbitrariamente en 6V,

el primer término de (4.4)), 7- €, representa una rotacién como sélido rigido del volumen
0V alrededor de P con velocidad angular /2.

Examinemos ahora el significado del segundo término de (4.4), 7+ 7. En primer lugar
vamos a demostrar que la traza de V@, que coincide con la traza de 7 al ser nula la traza de

€ [traza(V¥) = traza (§) = V - 4], representa un cambio unitario de volumen. En efecto, el
cambio unitario de V' debido al momento del fluido se puede escribir como

LdsV _ 1 8V =4V
SV dt  oVsiso ot

donde 6V’ es el volumen en que se transforma 0V después de un tiempo dt. Ahora bien,

(4.8)

SV =6V = / ds - (U + 6v)ot, (4.9)
6S
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donde @ + 00 es la velocidad de los puntos (particulas fluidas) que se encuentran en la
superficie 0.5 que engloba a §V. Como ¥ es la velocidad del punto P(Z), constante pues sobre
05, el primer término de la integral es cero al ser §.S una superficie cerrada. Por otra parte,
sustituyendo 6t = 7+ VU, donde V7 esta evaluado en Z (y por tanto constante en la integral),
y aplicando el teorema de Gauss, se tiene

SV — 8V = / AV (A, - [7- Vi(@)ot (4.10)
oV

donde la primera divergencia es con respecto a la variable 7, cuyo origen es el punto P,
estando extendida la integral a todos los puntos 7 de §V. Como V.- [f- V] =T : Vi = V -7,

donde T es el tensor unidad, y como V - ¥ es constante en oV, se llega a

SV — 6V = 6VtV - 7, (4.11)
de donde
1 déV .

Asi, pues, la traza de 7 (y por tanto de V¥, o lo que es lo mismo, la divergencia del vector
velocidad) representa la velocidad de cambio de volumen por unidad de volumen
en el entorno del punto ¥ cuya velocidad es ¢ en un instante dado. Por esta razén se suele
descomponer el tensor 7 en dos, uno con traza nula y otro diagonal:

—_

7_{_ 7 [ﬁ _ _(V . 17) ?7 (413)

2
Il
2

La componente de % proveniente de v”, es decir, 77" = (V-#)7’/3, representa un alargamiento
(o contraccién) del segmento 7 = PQ a un ritmo (V - #)/3 por unidad de longitud, que se
traduce en una velocidad de dilatacion volumétrica unitaria V - ¥, como acabamos de ver.
Por tltimo, el significado de la parte sin traza y simétrica del tensor de velocidades, 7/, es
mas facil visualizarlo en un sistema de coordenadas en el que este tensor tenga la forma

Y= (4.14)

Qe O
o O
o0 o

donde a,b y ¢ son constantes. Obsérvese que el hecho de que 7/ no tenga traza no significa
que los elementos de su diagonal sean nulos, sino que la suma es cero (recuérdese que la traza
de un tensor permanece invariable al cambiar de sistema de coordenadas). Por otra parte,
siempre existe un sistema coordenado en el que ' tiene la forma . (Para demostrarlo
basta tomar los ejes principales de 7/ y comprobar que en estos ejes la ecuacién 77/ - 7 = 0
proporciona un cono sobre el que es posible construir tres vectores ortogonales al ser la traza
de 7/ nula.) Si tomamos un cubo unitario en este nuevo sistema coordenado con uno de sus
vértices en el origen, es decir, un cubo definido por los tres vectores coordenados (€7, €3, €3),
al cabo de un diferencial de tiempo dt este cubo se transforma, por accién del movimiento del
fluido asociado a ~/, en un paralelepipedo definido por (&) - v/dt, €, - 7/5t, & - ¥'6t), que tiene
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el mismo volumen inicial al ser la traza de 4/ nula. Asi, - 7/ produce una distorsién de §V
sin cambiar su volumen. Por ello, 7/ se denomina tensor de velocidad de deformacién.

Resumiendo, el movimiento de un volumen fluido (de forma arbitraria) que contiene una
particula fluida P se puede considerar como la superposicion de un movimiento de traslacién
con P (a velocidad v), una rotacién como sélido rigido alrededor de P con una velocidad
angular igual a la mitad de la vorticidad & evaluada en P, una expansion uniforme en todas
las direcciones a partir de P con una velocidad media igual a (V - ¥)/3 (evaluada en P), y
una distorsion que se puede describir como un movimiento puramente de cortadura en tres
direcciones mutuamente perpendiculares. Expresado en forma matematica, los puntos & +
del volumen dV tienen las siguientes cuatro velocidades superpuestas:

| =

1 1
G Vi = T4 (VA AT+ (V- 0)7+ [V + Vi) -

2

donde v esta evaluado en el punto 7.

4.3. Ejemplo: Deformacion de una superficie esférica

Para ilustrar lo anterior consideramos el caso en que dV es el volumen contenido en una
pequena esfera de radio € centrada en Z. Inicialmente los puntos de la superficie esférica estan
definidos, en relacion a su centro, por 7 = e, donde 7 es la normal a la esfera. Después de
un tiempo Jt la esfera se transforma en una superficie que viene dada, en relacién al punto
T + U6t (es decir, no tenemos en cuenta el movimiento puramente translacional) por:

F=en+en-VUot=en—+en-70t, (4.16)

donde, obviamente, el movimiento rotacional dado por el tensor & no contribuye. Con errores
del orden 6t2, la expresién anterior se puede escribir como

Fezel+75 70t (4.17)
multiplicando escalarmente por 7,
=7y Tt =€ -7 =€+ 77570t + O(6t?), (4.18)
es decir,
r? — 275 - 75t = €2 + O(0t?), (4.19)

Luego, si dt es pequeno, la superficie esférica se transforma en un elipsoide cuyos ejes son,
como veremos a continuacion, los autovectores o direcciones principales del tensor 7. En
efecto, en coordenadas cartesianas, el elipsoide tiene por ecuacién

l’inAij = 62 3 (420)

donde A;; = Aji = 0;; — 2v;;0t, siendo 0;; la delta de Kronecker. Los ejes del elipsoide se
pueden obtener imponiendo que el vector normal en un punto de la superficie, es decir,

0
%Aija:ixj = Aijl'j(sik + Aijajidjk = 2Akj$j 5 (4.21)
k
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Figura 4.3: Deformacién de una esfera de radio e.

sea paralelo al vector posicién de ese punto:

AijL‘j = (5]@ — 2’7kj5t)xj = /\Ik = /\5ij]‘7

[(1 = A)owj — 2yw;0t]x; = 0,

- N
{ ~ 5 I} =0, (4.22)

que es la ecuacién de los autovectores de 7. Para hallar el volumen del elipsoide tomamos los
ejes principales, €7, €5, €3, dados por la solucién unitaria de . En estos ejes 7 es diagonal
con elementos kq, ko, k3, que son los autovalores de 7, los cuales son reales al ser 7 simétrico.
Los tres ejes del elipsoide, d@;, ¢ = 1,2, 3, vienen dados por

d; = €€; + eé; - 3ot + O(6t?) ~ ecs(1 + kidt), i=1,2,3, (4.23)
Por tanto, el volumen del elipsoide es:

4 4
V' = 571'@1612&3 = §7T63(1 + klét)(l + kgét)(l + kgdt)
4 3 4 3 2
= 3me + 37e (k1 + ko + k3)dt + O(0t7) . (4.24)

Como la traza de un tensor no varia al cambiar de coordenadas, ki + ko + k3 = V - ¥/; llamando
V = 47e3/3 al volumen de la esfera inicial, se tiene

1V -V
Vooat

como ya demostramos de forma general.

— V.7, (4.25)

Referencias.
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Practicas y ejercicios de cinematica

Practica 'multimedia’

Los contenidos tedricos y de problemas de cinematica se complementardn en grupos
reducidos con el material audiovisual contenido en 'KINEMATICS’, de "MULTIMEDIA
FLUID MECHANICS DVD-ROM’, publicado por Cambridge University Press (2007, 2¢
edicién).

Problemas propuestos de cinematica

La mayoria de los ejercicios que se enuncian a continuacién seran resueltos en clases de
problemas. El resto se recomiendan como ejercicios para realizar en casa. Algunos de ellos
estan resueltos en FERNANDEZ FERIA, DEL PINO PENAS y ORTEGA CASANOVA
(2010).

1. Considérese el campo de velocidad bidimensional

o Y

Vg = ——, Uy= .
141 142t

Calcular la senda, linea de corriente y traza que pasan por un punto genérico (zg, yo).
Comparar dichas curvas en un instante genérico ¢ y en el instante inicial ¢ = 0.

2. Consideren el movimiento plano cuya velocidad viene dada por:

A 2 2
U:E(x7y7t) = __yeXp <_x +y > ;

2ut? 4t

Az z? + y?
’Uy(l',y,t) = 2Vt2 exXp | — At )

segun los ejes x e y, respectivamente, donde A y v son constantes. Comprueben que se
trata de un movimiento incompresible y calculen:

a) Lineas de corriente. Demuestren que aunque el movimiento es no estacionario, las
lineas de corriente no varian con el tiempo y, en consecuencia, coinciden con las
sendas.
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b) Trayectorias de las particulas fluidas.

¢) Considerando un nuevo sistema de referencia cuyo origen coincida con el anterior y
se mueva respecto a él con una velocidad angular constante, calculen las trayectorias
en los nuevos ejes.

3. El campo de velocidad de un determinado movimiento fluido viene dado, en coordenadas
cartesianas (z,y, z), por

U = uéy + ve, + we, ,
u=axr, v=by, w=cz,
donde a,b y ¢ son constantes. Se pide:

a) Trayectoria, linea de corriente y traza que pasan por el punto (zo, ¥o, 20)-

b) {Qué relacién tienen que satisfacer las constantes a,b y ¢ para que este campo de
velocidad corresponda a un movimiento fluido incompresible.

¢) Compruebe que el movimiento es irrotacional y halle la funcién potencial de
velocidad.

4. Sea el campo de velocidad bidimensional dado por

a) Compruebe que corresponde a un movimiento incompresible, halle la funcién de
corriente y dibuje algunas lineas de corriente.

b) Compruebe que corresponde a un movimiento irrotacional, halle la funcién
potencial y dibuje algunas lineas equipotenciales.

5. Considere un movimiento plano ¢ = v,€, +v,€, irrotacional (VA ¥ = 0) e incompresible
(V- ¥ = 0). Demuestre que tanto la funcién de corriente como la funcién potencial de
velocidad satisfacen la ecuacién de Laplace:

P, P

2o 0%
_w—'—a_y? —

—wﬁ-a—y? 0.

0, V¢
En este tipo de movimientos se suele definir el potencial complejo f(z) = ¢(x,y) +
i(x,y), siendo z = x + iy la variable compleja. Demuestre que la funcién f(z) es una
funcién analitica (o diferenciable u holomérfica) en la variable compleja z y que, por
tanto, su parte real e imaginaria, ¢ y 1, satisfacen las relaciones de Cauchy-Riemann.
., Cémo se calcularia el campo de velocidad (v,, v,) en términos de f(z)?

Compruebe estos resultados con el ejemplo del ejercicio anterior. Comente la relacién
entre las lineas de corriente y las equipotenciales a la luz de estos resultados.
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6. La funcion de corriente del movimiento de un fluido incompresible sobre una esquina
de dngulo « viene dada, en coordenadas cilindricas, por (ver figura {4.4)):

0
P = Ar/osen™ ,
a
donde A es una constante. Se pide:

a) Comprobar que dicha funcién de corriente puede corresponder a un movimiento
bidimensional, potencial e incompresible.

b) Campo de velocidad.
¢) Funcién potencial de velocidad.

d) Potencial complejo en términos de la variable compleja z.

Figura 4.4

7. Un movimiento bidimensional viene dado por el siguiente campo de velocidad en
coordenadas cartesianas (z,y):

U=ue; +vey, u=—-wy+bt, v=uwzx,
donde w y b son constantes. Se pide:

a) Trayectoria de la particula fluida que en el instante t = 0 pasa por el origen de
coordenadas. Haga un esbozo de la senda. ;Se atreve a darle nombre a esa curva?

b) Lineas de corriente que pasan por el origen.
¢) Trazas que salen del origen.

8. Considérese un vortice de Rankine, cuya velocidad puramente circunferencial, v =
u(r)éy, viene dada en coordenadas cilindricas y en forma adimensional por:
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Obviamente, las trayectorias son circunferencias centradas en el origen r = 0. Se pide:

a) Escriba esas trayectorias para una particula fluida que inicialmente se encuentra en
(r =19,0 = 0) y calcule el tiempo que tarda la particula fluida en dar una vuelta
alrededor del origen en los casos rg < 1y rg > 1.

b) ;Cuénto vale la velocidad angular de giro como sélido rigido de las particulas
fluidas en los dos casos del apartado anterior? Comente las diferencias entre estos
dos casos.

9. El movimiento de un liquido entre dos placas planas, paralelas e infinitas, producido
por el movimiento relativo de una de ellas respecto a la otra con velocidad V' segun el
eje x viene dado por el campo de velocidades u/V = y/h, donde u es la velocidad en
la direccién del eje z, y es la distancia perpendicular a las placas medida a partir de la
placa fija y h es la distancia entre las placas. Calcular:

a) Lineas de corriente.
Divergencia del vector velocidad.

)

¢) Vector vorticidad.
) Tensor de velocidad de deformacién y velocidad de dilatacién cibica.
)

Direcciones principales de deformaciéon y velocidades de dilatacion en esas
direcciones.
f) Dibuje la superficie fluida en que se transforma un cuadrado de lado §l, orientado

paralelamente a los ejes x e y, al cabo de un tiempo dt. Indicar cémo contribuyen
la vorticidad y la velocidad de deformacién a la forma final de la superficie fluida.



TEMA I1I:
Ecuaciones que gobiernan el
movimiento de los fluidos






CAPITULO 5

Ecuaciones generales que gobiernan el
movimiento de los fluidos

En esta leccién se enunciaran los principios fisicos generales que sustentan las ecuaciones
que gobiernan el movimiento de los fluidos, que se escribiran en forma integral general. Los
detalles que cierran estas ecuaciones se veran en las lecciones siguientes, donde se consideraran
por separado las ecuaciones de conservacion de masa, cantidad de movimiento y energia, tanto
en forma integral como diferencial.

Previamente se necesitan definir algunas propiedades fisicas de las integrales de superficie
y de volumen que se van a utilizar y demostrar un teorema general relacionado con estas
integrales.

5.1.  Flujo convectivo a través de una superficie

Sea S una superficie y ¢ una magnitud fluida por unidad de volumen (es decir, una
densidad, tal como la densidad masica, p, la densidad de cantidad de movimiento pv, etc.).
Para evaluar la cantidad de la magnitud ¢ que atraviesa S debido al movimiento del fluido,
sabemos que en un tiempo 0t alcanzan el elemento de superficie ds 7 de S todas las particulas
fluidas contenidas en el volumen ¥ - 7t s (ver figura , estando la velocidad del fluido ¢
evaluada en ds (primera aproximacién cuando 6t — 0). Por tanto, por unidad de tiempo,
la cantidad de la magnitud ¢ que atraviesa la superficie ds debido a la velocidad del fluido
(flujo convectivo) es ¢ - 11 ds. A través de toda la superficie S el flujo convectivo total de ¢
es:

/S¢17-ﬁdsz /Sd)ﬁ-ds?. (5.1)

Si ¢ es un escalar (por ejemplo, la densidad maésica p), la densidad ¢v' se suele denominar
vector de flujo de ¢ (pt seria el flujo mésico). Si ¢ es un vector (por ejemplo, la densidad de
cantidad de movimiento pt), ¢ es un tensor de flujo (pt¥ es el tensor flujo de cantidad de
movimiento).

Cuando la superficie S es cerrada y ¢v es continua, podemos aplicar el teorema de Gauss
y obtener
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Figura 5.1: Flujo convectivo a través de una superficie.

/qua-dg’:/vv-(qsﬁ)dv. (5.2)

Asi, V - (¢v) representa el flujo convectivo de la cantidad ¢ por unidad de volumen. En
particular, ya vimos que V - ¥ es la velocidad de dilatacién ctibica unitaria, es decir, el flujo
convectivo de volumen por unidad de volumen. Anédlogamente, V - pt seria el flujo convectivo
de masa por unidad de volumen, V - ptv el flujo convectivo de cantidad de movimiento por
unidad de volumen, etc.

5.2.  Teorema de Transporte de Reynolds

Las ecuaciones de la Mecanica de Fluidos provienen de aplicar los principios de
conservacion de la masa, cantidad de movimiento y energia a volimenes fluidos. Como estos
volimenes se mueven con el fluido, es conveniente expresar de forma adecuada la variacion de
las magnitudes fluidas en el interior de un volumen fluido a lo largo de su movimiento. Esto
es lo que nos proporciona el Teorema de Transporte de Reynolds, que se puede considerar
como una extensiéon a tres dimensiones de la férmula de Leibnitz (2.91)).

Sea Vi(t) un volumen fluido, y ¢ una magnitud por unidad de volumen como las
consideradas en la seccion anterior. La cantidad total de ¢ en V; varia en el tiempo por
dos razones: porque varfa ¢ dentro de V si el movimiento no es estacionario, y porque puede
haber flujo convectivo de ¢ a través de la superficie fluida S;(t) que encierra al volumen
fluido. Matematicamente, se tiene:
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V(1)

Vf(t+5t)

Figura 5.2: Teorema de Transporte de Reynolds.

d d d —(® 0]
a édV = lim (Prr + Prrr)irst — (Pr+ Pup)e
dt Vf(t) ot—0 (5t
P () — (® ) P — (®
— lm ( 7+ H)t+5t ( 1+ H)t © lim ( HI)t+6t ( I)t+5t ’ (5'3)
6t—0 5t 6t—0 (5t

donde @ representa la cantidad total de ¢ (® = [¢dV) en alguno de los volimenes I, 11
6 I11 (ver figura . El primer término de la ultima expresion es la variacion de ¢ en Vj
suponiendo que Vy esta anclado en el tiempo ¢, mientras que el segundo término se puede
expresar como el flujo de ¢ a través de Sy en el instante ¢; es decir,

d 06 1
— dV = —dV + lim — U - ndsot U - nidsdt
dt Vf(t)¢ /Vf ot +6t1£n)05t |: S1 ¢U rasor 52¢U e :|
0
[ Loy [ 5 ids, (5.4)
v, Ot Sy

donde S; + Sy = Sy en el limite 0t — 0. Este es el Teorema de Transporte de Reynolds
aplicado a un volumen fluido, y nos dice que la velocidad de variacion de ¢ en un volumen
fluido V() es igual a la velocidad de variacién de ¢ dentro de V; evaluado en el instante ¢,
més el flujo convectivo de ¢ a través de la superficie S¢, evaluado también en el tiempo ¢.

Este teorema es también muy ttil cuando se aplica a volimenes que no son volimenes
fluidos. Si V.(¢) es un volumen de control arbitrario cuya superficie S.(t) se mueve con
una velocidad ¥.(Z,t), que no tiene por qué coincidir con la del fluido (muchas veces nos
interesa que ¥, sea nula, es decir, utilizar un volumen de control fijo en el espacio), aplicando
el teorema anterior tenemos:
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Figura 5.3: Ejemplos de volumen de control estacionario (a), para el flujo en un conducto con cambio brusco de seccién,
y no estacionario (b), para estudiar la descarga de un depédsito. Obsérvese que ninguno de los dos es un volumen fluido.

d / 0¢ .
— odV = —dV + / QU, - nds , 5.5

ya que en la deduccién anterior lo que cuenta es la velocidad de la superficie, coincida o no
con la del fluido. Si en el instante ¢ el volumen de control coincide con un cierto volumen
fluido, V.(t) = Vy(t) [por supuesto, V.(t + 0t) no tiene por qué coincidir con Vy(t + dt)], se
tiene:

d 0¢ d
= d)dV:/ —dV+/ ¢17-ﬁds:—/ odV + | o(T—13.)-fds.  (5.6)
dt v, Ot S, dt Jy, Se ( )

Vi ()

Esta tltima forma del teorema nos permitird aplicar las leyes de conservacién [tomando ¢
igual a p, pv o p(e+v?/2)] a volimenes de control arbitrarios, ya que expresa las variaciones
de ¢ en volumenes fluidos que en cada instante coincide con el volumen de control elegido.
Asi, podremos utilizar formas integrales de las ecuaciones de conservacién aplicadas a
volimenes arbitrarios. Si v. = ¥, se recupera, por supuesto, la ecuacién . Por otra parte,
si el volumen de control es fijo, ¥. = 0, se tiene

d / d
4 bdV — —/ odV + | o7 dds. (5.7
dt Vf (t) dt Ve Se )

5.3.  Formulacion integral de las ecuaciones de la Mecanica de Fluidos

En esta seccion se enunciaran los principios fisicos de los que derivan las principales
ecuaciones que describen el movimiento de los fluidos aplicados a un volumen fluido arbitrario
V¢, es decir, a un volumen arbitrario que se mueve con el fluido. En un instante ¢, cada
particula fluida contenida en este volumen, situada en un determinado punto & (ver Fig. ,
tendra una densidad p(Z,t), una velocidad ¥(Z,t) y una energia interna e(Z,t) (entre otras
propiedades macroscopicas, pero son éstas las que nos interesan para formular los principios
fisicos).

5.3.1. Conservacién de la masa

El principio fisico de conservacién de la masa nos dice que la masa contenida en Vy no
varia con el tiempo:
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Figura 5.4: Volumen fluido arbitrario en el que se aplican los principios de conservacién.

d

— pdV =0. 5.8
dt Vi (t) (58)

En la leccién siguiente se vera que la aplicacion del Teorema de Transporte de Reynolds a
esta ecuacion, junto con el Teorema de Gauss, permitira escribir la ecuacién de conservacion
de la masa en forma diferencial, también llamada ecuacién de continuidad. Por supuesto, el
Teorema de Transporte de Reynolds también permitira escribir esta ecuacion en cualquier
volumen de control V,(t).

5.3.2.  Ecuacion de cantidad de movimiento

La ecuacion principal que describe la dindamica de los fluidos deriva del principio fisico
enunciado por Newton (Segunda Ley de Newton) que establece que la variacién de la cantidad
de movimiento de un objeto se debe a las fuerzas que actian sobre él. Aplicado a un volumen
fluido V7, teniendo en cuenta que p(,t)v(Z,t) es la cantidad de movimiento por unidad de
volumen de una particula fluida situada en 7 en el instante ¢, se escribe:

- pidV = fodV + frds (5.9)
dt Jv, V(1) Sy (t)

donde ﬁ(f, t) es la fuerza por unidad de volumen que actiia sobre la particula fluida situada
en ¥ en el instante ¢ y f,; es la fuerza por unidad de superficie que actiia sobre el elemento
de superficie ds de la superficie fluida S¢, que encierra al volumen V%, orientado segtn la
direccién 7 (ver Fig. . En la leccion (7] se caracterizaran con detalle las fuerzas fz y ﬁ;
y se obtendra la ecuacién de cantidad de movimiento en forma diferencial en sus distintas
versiones.
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5.3.3.  Ecuacion de la energia

El Primer Principio de la Termodindmica nos dice que la variaciéon de la energia de un
sistema se debe al trabajo de las fuerzas que actian sobre él y al ’calor’ intercambiado
con el exterior y generado por el sistema. Teniendo en cuenta que la energia total por
unidad de volumen de una particula fluida situada en el punto ¥ en un instante t es
p(Z,t) [e(Z,t) + 2v*(Z,1)], donde e es su energfa interna especifica (por unidad de masa)

y %vz = %17 - U su energia cinética o mecanica por unidad de masa, este principio fisico

aplicado a un volumen fluido V; se escribe:

d 1 S S
ple + =v*)dV = fo - vdV + fn - Uds + / quds + [ Q.dV ! (5.10)
Sf St

dt Vi (1) 2 Vy Vy

donde la funcién escalar g, es el flujo de calor por unidad de superficie en el elemento ds de
la superficie fluida Sy y Q. (Z,t) representa el calor generado en la particula fluida situada en
Z por unidad de volumen y por unidad de tiempo. En la leccion |8|se caracterizara con detalle
¢ v se comentard sobre los diferentes origenes y formas del campo escalar ),.. Asi mismo,
se derivaran la distintas formas diferenciales de la ecuacion de la energia tras la aplicacion a
del Teorema de Transporte de Reynolds y del Teorema de Gauss y la introduccién de
otras magnitudes termodinamicas relacionadas con la energia interna.

1Vf y S5, o Vo y S, estan referidas al instante ¢ y dependen del tiempo, aunque a veces no se especifique
explicitamente. Si se especifica explicitamente cuando se quiere dejar claro que es importante tener en cuenta esa
dependencia al realizar la derivada temporal de la integral.
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Ecuacion de conservacion de la masa

Como se vio en la leccién anterior, el principio de conservacién de la masa aplicado a un
volumen fluido cualquiera, V(t), se escribe

d

— pdV = 0. (6.1)
dt V(1)

Esta ecuacién puede ser referida a cualquier volumen de control V,(¢) mediante la aplicacién
del Teorema de Transporte de Reynolds en la forma (5.6 con ¢ = p:

d

— pdV + / p(U—1.)-nds =0. (6.2)
dt Jy, Se(t)

Fisicamente esta ecuacion expresa que la variacién total de la masa contenida en V,(t), més

el flujo convectivo neto de masa a través de la superficie S.(t) es igual a cero.

6.1. Ecuacion de continuidad

Para obtener la ecuacién de conservaciéon de la masa en forma diferencial se aplica el
Teorema de Transporte de Reynolds al volumen fluido Vi(¢) en (6.1) y posteriormente se
transforma la integral sobre la superficie fluida cerrada Sy en una integral sobre V; mediante

el uso del teorema de Gauss (2.77)), obteniéndose
/ %dv + | V- (p)dV =0. (6.3)
v, Ot vy

Como V; es un volumen arbitrario, el integrando tiene que ser nulo, proporcionando la
ecuacion diferencial

dp
— +V.pi=0, (6.4)
ot
que se suele denominar ecuacion de continuidad o ecuacién diferencial de conservacion
de la masa. El primer término representa la variacién temporal de la masa por unidad de
volumen, mientras que el segundo es el flujo convectivo de masa por unidad de volumen

(recuérdese el significado fisico de la divergencia).
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6.2. Flujos incompresibles y compresibles. Caudal y gasto masico

Los liquidos son, como ya sabemos, practicamente incompresibles, es decir, su densidad
es, a efectos practicos, constante. Por tanto, la ecuacion de continuidad de un liquido toma
la forma simple

V-v=0, (6.5)
o, en forma integral, para un volumen de control de volumen constante,

/ (& — 7.) - fids = 0; (6.6)

c

es decir, el flujo neto de masa a través de cualquier superficie cerrada S, es nulo.

Figura 6.1: Conservacién del caudal de un flujo incompresible o del gasto mésico de un flujo compresible y estacionario
a lo largo de un tubo de corriente.

Si S, es un tubo de corriente, como el representado en la Fig. [6.1] el caudal que circula
por su interior es el mismo en todas las secciones transversales; es decir, () = f g, U Tids,
donde St es cualquier seccion transversal del tubo de corriente, es invariante a lo lfargo del
mismo. Esto es consecuencia de y de que el fluido no puede atravesar la superficie lateral
del tubo de corriente por estar constituido por lineas de corriente.

La ecuaciéon de continuidad también se simplifica para los flujos compresibles de gases
(p # constante) si el movimiento es estacionario:

Vopi=0. (6.7)

En forma integral,

/ p(§—5.) - fids = 0, (6.8)

(&

también expresa que el flujo neto de masa a través de cualquier superficie cerrada es cero.
Consecuencia de lo anterior es que el gasto masico que circula por el interior de un tubo
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Figura 6.2: Caudal entre dos lineas de corriente.

de corriente, G = |, S pU - nids, permanece constante a lo largo de él. Obsérvese que el gasto
mésico tiene dimensiones de masa por unidad de tiempo (kg/s en el SI), mientras que las
dimensiones del caudal son de volumen por unidad de tiempo (m?/s en el SI).

La ecuacién también nos dice que el campo de velocidad de un liquido (de un flujo
incompresible) es solenoidal, existiendo una funcién potencial vector J tal que

T=V A, V-1p=0. (6.9)

Como ya se vio en la seccién [3.7] esta representacién del campo de velocidad tiene ventajas
sustanciales solo en los movimientos bidimensionales, en los que 1; tiene una sola componente
perpendicular al movimiento, 1/7 = ¢n, donde la funcién de corriente ) proporciona las lineas
de corriente. Otra propiedad interesante de la funcién ¢ es que el caudal (bidimensional)
entre dos lineas de corriente viene dado por la diferencia entre los valores de 1) en esas lineas
de corriente. En efecto, utilizando coordenadas cartesianas,

o b
= — ==, 6.10
v 83] Uy Oxr ( )
y teniendo en cuenta que
_ o
dyp = O dx + By dy = —vydx + vdy,

si dos lineas de corriente A y B vienen dadas por ¥ = ¢4 y ¥ = ¢, el caudal entre ellas es

(ver figura[6.2)):

B B B
Q:/ U-ﬁds:/ (vxdy—vydx):/ dip =Yg — g, (6.11)
A A A
donde se ha hecho uso de 7ids = (dy, —dx)*.
En el flujo estacionario de un gas, la densidad de cantidad de movimiento, pv, es también
solenoidal , por lo que se puede definir un potencial vector:
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pi =V A (6.12)

Si el movimiento es ademé&s bidimensional, de forma similar al caso incompresible se puede
definir una funcién de corriente que, en coordenadas cartesianas seria

PU; = 9 pUy =5 (6.13)

de forma que

dyp = a—wdaz + a—wdy = —pvydz + pvydy,
ox dy

y el gasto mésico (bidimensional) entre dos lineas de corriente viene dado por la diferencia
entre los valores de v en esas lineas de corriente:

B B B
G:/ pﬁ-ﬁds:/ p(vxdy—vydx):/ dip =g — 1y . (6.14)

A A A

Referencias.
= G. K. BATCHELOR, 1967. Capitulo 3.
= D. E. ROSNER, 1986. Capitulos 2 y 3.



CAPITULO 7

Ecuacion de cantidad de movimiento

7.1.  Fuerzas de volumen y fuerzas de superficie

Ya se comenté en la seccion que las fuerzas que actian sobre un cierto volumen de
fluido se clasifican en dos tipos: fuerzas de volumen y fuerzas de superficie. Las fuerzas de
volumen son aquellas de largo alcance que actiian sobre cada elemento de volumen del fluido.
Por ejemplo, las asociadas a campos de fuerza externos al fluido como el campo gravitatorio
terrestre. Si designamos por ﬁ, la fuerza por unidad de volumen, la correspondiente al campo
gravitatorio seria:

Jo =07, (7.1)
donde p es la densidad del fluido y ¢ es la aceleracién de la gravedad, que se suele suponer
constante para todas las particulas fluidas si las dimensiones de la masa fluida en cuestion
es muy pequena comparada con el tamano de la tierra. Asi, la fuerza gravitatoria total sobre
un cierto volumen V de fluido seria:

F, = / pGdV ~ g/ pdV . (7.2)
Vv 1%

La fuerza gravitatoria es en realidad una fuerza masica, siendo ¢ la correspondiente fuerza
por unidad de masa, que en general designaremos por fm El producto de fm por la densidad
del fluido proporciona la fuerza por unidad de volumen correspondiente. Otra fuerza mésica
que aparecera en muchos problemas practicos es la asociada al sistema de referencia, si este
no es inercial:

. dQ L .
fm:—ag—EAf—Q/\(QAf)—zﬁAﬁ, (7.3)

donde ay y ) son la aceleracién y la velocidad angular del sistema de coordenadas, respec-
tivamente, en relacién a algin sistema de referencia inercial (Fig. [7.1)). Por tltimo, otras
fuerzas volumétricas son las electromagnéticas, que aparecen cuando el fluido esta cargado
eléctricamente o cuando por él circula alguna corriente eléctrica; la correspondiente fuerza
por unidad de volumen es:

fv:peE+jA§> (74)



72 MECANICA DE FLUIDOS. R Fernandez Feria y J. Ortega Casanova

St
all

Sistema de referencia —dy — 2 ANT—QA (ﬁ NT) — 20 AT
no inercial dt

Sistema de referencia inercial

Figura 7.1: Volumen fluido en un sistema de referencia no inercial.

donde p, es la densidad de carga, E esel campo eléctrico, J la densidad de corriente y Bel
campo magnético. Esta fuerza (denominada de Lorentz) no se considerara en este curso ya
que el estudio de la dindmica de los fluidos donde esta fuerza es importante corresponde a
ramas especializadas de la Fisica de los Fluidos como la Fisica de Plasmas (gases ionizados),
la Magnetohidrodindmica (MHD), etc., que no se estudiardn aqui.!

Las fuerzas de volumen (madsicas y electromagnéticas) son el tipo habitual de fuerzas
puntuales que aparecen en la dinamica clasica de particulas, pero ahora promediadas sobre
un gran numero de moléculas de acuerdo con la hipétesis de medio continuo. En la Mecéanica
de Fluidos (y en general en la Mecdnica de Medios Continuos) aparecen otro tipo adicional
de fuerzas asociadas a la interaccién de unas moléculas con otras. Estas fuerzas son de origen
molecular y se deben al intercambio de cantidad de movimiento por colisiones de las moléculas
de una particula fluida con las moléculas de las particulas fluidas vecinas. Son, por tanto,
fuerzas de muy corto alcance, apreciables solo en distancias del orden de la longitud media
que recorre una molécula tipica entre colisiones (camino libre medio), y por ello se denominan
fuerzas de superficie. Asi, dada una superficie S en el interior de un fluido, por accién
de las colisiones moleculares el fluido circundante ejercera una fuerza sobre cada punto de la
superficie que, por unidad de superficie (esfuerzo), denotaremos por ﬁb(f, t) (ver Fig. ,
siendo esta fuerza funcion, ademds de la posicién del punto y del tiempo, de la orientacién
71 de la superficie en ese punto. Para describir por tanto el estado de fuerzas superficiales de
un determinado fluido hay que especificar una doble infinitud de esfuerzos: para los infinitos
puntos del fluido hay que dar el esfuerzo en las infinitas orientaciones de todas las superficies

! Ademés de la fuerza de Lorentz , en medios dieléctricos no uniformes aparecen otras como la fuerza dieléctrica
y la fuerza de electrostriccion. El alumno interesado en los fenémenos electromagnéticos en la dindamica de los fluidos
puede consultar, por ejemplo, el texto cldsico de Landau y Lifshitz Electrodynamics of Continuous Media (Pergamon,
Nueva York, 1984), del que existe traduccién castellana en la editorial Reverté. Para un texto mds ingenieril sobre
estos fenémenos se puede consultar Engineering Magnetohydrodynamics, de G. W. Sutton y A. Sherman (Dover,
Nueva York, 2006).
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v

Figura 7.2: Fuerzas sobre un elemento de volumen.

que pasan por ese punto. Sin embargo, veremos a continuacién que, en virtud de los teoremas
de conservacion de la cantidad de movimiento y del momento cinético, en realidad solo es
necesario conocer seis cantidades escalares (un tensor simétrico) por cada punto del fluido
para especificar todas las fuerzas de superficie.

7.2. Tensor de esfuerzos

Sea f;(f, t)ds la fuerza ejercida en el instante ¢ por accion de la interaccién molecular
sobre el elemento de superficie dsri que pasa por el punto &; es decir, ﬁ;(f, t) es el esfuerzo
(fuerza por unidad de superficie) ejercido sobre una superficie de orientacién 7, en Z y ¢.
Vamos a demostrar que el esfuerzo ﬁ(f, t) estd completamente determinado si se conocen en
el punto ¥y en el instante ¢ los esfuerzos en tres planos mutuamente perpendiculares. Para ello
consideramos un elemento de volumen tetraédrico formado por los tres planos coordenados
que pasan por Z y un plano inclinado orientado segiin la normal hacia fuera 7 (ver ﬁgura.
Si consideramos este elemento de volumen como un volumen fluido y aplicamos la segunda
ley de Newton, obtenemos:

%dv = fdA — fidA; — fodAy — f3dAs + £.dV (7.5)
donde dV es el volumen del elemento; dA, dA;, dAs vy dAsz son las areas de las caras
del tetraedro, y ﬁ, j'z y ﬁ son los esfuerzos sobre €1dA;, eésdAs y €3dAs, respectivamente
(obsérvese que 71 estd dirigido hacia fuera del tetraedro, mientras que €, €, y €3 apuntan
hacia el interior en cada una de sus respectivas caras, por ello la diferencia de signos en los
distintos términos de la expresién anterior). Si dividimos por dA y hacemos dA — 0, los
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términos correspondientes a las fuerzas volumétricas y a la aceleracion desaparecen, puesto
que dV/dA — 0 si dA — 0. Teniendo en cuenta que

dA; =dAn-¢e;, i=1,2,3, (7.6)
la, expresion ([7.5) queda
fo=n1fi +n2fo +n3fs, (7.7)

— — —;)

donde n; =7 - & (i = 1,2,3) es la componente i de 7 en el sistema coordenado (€7, &, €
Queda, pues, demostrado que ﬁ(f, t) estd determinado si f:(f, t),ﬁ(f, t) y jg(f, t) son
conocidos.

Para escribir la expresién anterior en notacién tensorial se suele definir

Z (7.8)

F

de forma que la ecuacién ([7.7) queda

Il
[y
—
_|_
N
[\
+
w
w

fo=i-7. (7.9)

El tensor 7(7, t) se denomina tensor de esfuerzos. Si los componentes de los vectores f1, fo

y [f3 se designan por (711,7'1277'13), (721,7'22,7'23) y (7'317732,7'33)7 es decir,

T11 T12 T13
T = Tij€i€5 = To1 T22 To23 s (710)
731 T32 733

7,; representa la componente j del esfuerzo que actia sobre la direccién coordenada €; en el
punto 7 en el instante ¢. Obsérvese que el desarrollo anterior es valido para cualquier sistema
coordenado ortogonal, no necesariamente cartesiano.

Resumiendo, para conocer el esfuerzo ejercido sobre una superficie de orientacién 77
cualquiera que pasa por un punto Z, basta conocer el tensor de esfuerzos en ese punto.
Son por tanto nueve el nimero de cantidades que se necesitan conocer por cada punto para
definir su estado de esfuerzos (jen vez de infinito!).

En realidad son necesarias solo seis cantidades escalares, pues el tensor de esfuerzos es
simétrico:

?:? (0] Tij :Tji- (711)

Esta propiedad del tensor de esfuerzos deriva del principio fisico de la conservacion del
momento cinético aplicado a un elemento de volumen diferencial.? De esta manera, el
principio de cantidad de movimiento (o Segunda Ley de Newton) aplicado a un volumen
fluido infinitesimal proporciona la reduccién de la caracterizacion de las fuerzas de superficie
al conocimiento de un tensor de esfuerzos en cada punto, y el principio de conservacion
del momento cinético aplicado a un volumen fluido infinitesimal reduce este tensor a uno
simétrico. De hecho, en algunos textos de Mecanica de los Medios Continuos se toma como
principio fisico la propia simetria del tensor de esfuerzos en lugar de la conservacion del
momento cinético.

2Para una demostracién ver, por ejemplo, Ferndndez Feria (2005).
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7.3. Ecuacion de cantidad de movimiento

Una vez que se han caracterizado las fuerzas de superficie y las fuerzas masicas ya se puede
expresar de forma adecuada el principio de cantidad de movimiento aplicado a un volumen
fluido V(t) enunciado en la seccién [5.3.2;

d _ B
— pudV = / n-7ds +/ PfmdV (7.12)
dt Jv, ) S5 (t) Vi(t)

donde f,, son las fuerzas mésicas por unidad de masa (aceleracién de la gravedad y aceleracién
del sistema de referencia; suponemos que no existen fuerzas electromagnéticas). Aplicando el
Teorema de Transporte de Reynolds, se tiene

2(pﬁ)dV +/

pvﬁ.ﬁds—/ ﬁ.%ds:/ pfmdV (7.13)
Vy ot Sy Sy Vy

que expresa que la variacién de la cantidad de movimiento contenida en V; mds el flujo
convectivo a través de la superficie que lo engloba es igual a las fuerzas de superficie mas las
fuerzas masicas que actuan sobre el volumen fluido.

La ecuacién anterior se ha escrito de forma que sea patente un segundo significado fisico
del tensor de esfuerzos. Por una parte, acabamos de ver que el tensor de esfuerzos representa
la accién de las fuerzas de superficie por unidad de superficie. Pero, por otra, también se puede
interpretar como el flujo molecular de cantidad de movimiento que, como sabemos, constituye
el origen microscopico de las fuerzas de superficie. Asi, el flujo de cantidad de movimiento a
través de una superficie Sy consta de dos términos, un flujo convectivo asociado a la velocidad
media del fluido, y un flujo molecular debido al intercambio de cantidad de movimiento por
colisiones de las moléculas a un lado y otro de Sy. El flujo total de cantidad de movimiento
por unidad de superficie es pues el tensor

piT — 7 . (7.14)

Por tanto, la ecuacion se puede interpretar de un modo mas natural como: la variacién
de la cantidad de movimiento contenida en V; maés el flujo total de cantidad de movimiento
a través de la superficie que lo contiene es igual a la accién de las fuerzas masicas que actian
sobre él.

Otra ecuacién que, sobre todo, se usa en forma integral es la ecuacion de conservacion
del momento cinético o momento de la cantidad de movimiento:

d J— —
— pU A :de:/ (7-7) Afds+/ pfm N ZdV (7.15)
dat Jv, Sy (1) Vi(t)
0
a — — — —\ — — — = — re —
—(pUANZ)AV + | p(UANZ)U-7ids= | (@-T)ANZds+ | pfm ATV . (7.16)
v, Ot Sy Sy Vi

Aplicadas a un volumen de control arbitrario V,(¢) cuya superficie se mueve a una velocidad
U., las ecuaciones integrales de cantidad de movimiento y de momento cinético, ([7.12)) y

(7.15)), se escriben:
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d p— —
— podV + / pU(T — U,) - fids = / n-7ds + / pfmdV (7.17)
dt Jv, @ S, S. g
— pU N ZdV +/ p(TNZ)(V— 0,) - ids = / (- 7) A Zds +/ pfm ATV . (7.18)
dt Jv, @ S. S. .

La forma diferencial de la ecuacion de cantidad de movimiento se obtiene,
analogamente a como se hizo con la ecuacion de continuidad, aplicando el Teorema de Gauss
al segundo y tercer término de ([7.13) e igualando el integrando a cero, puesto que V; es
arbitrario:

dpv
ot
El significado fisico de los distintos términos es, respectivamente: variacion local de can-
tidad de movimiento por unidad de volumen; flujo convectivo de cantidad de movimiento
por unidad de volumen; fuerzas de superficie por unidad de volumen o, cambiado de signo,
flujo molecular (o difusivo) de cantidad de movimiento por unidad de volumen, y fuerzas
masicas por unidad de volumen. Esta ecuacion fue originalmente derivada por Cauchy en
1822, usando ideas previas de Euler sobre la mecanica de los medios continuos. Cauchy
introdujo el concepto de tensor de esfuerzos y demostro su simetria, llegando a una ecuacion
similar a . Asi escrita, esta ecuacién es general para cualquier medio continuo.
Para que la ecuacion pueda ser utilizada es necesario obtener alguna expresion
del tensor de esfuerzos 7 en términos de magnitudes conocidas e incognitas del problema
(p, ¥, etc.), es decir, una relacién constitutiva para 7. La relacién constitutiva que damos a

continuacion caracteriza a los llamados fluidos Newtonianos y fue formulada por Stokes a
mediados del siglo XIX.

+V - (pi0) =V T+ pf . (7.19)

7.4.  Fluidos Newtonianos. Ley de Stokes

Independientemente de la ley constitutiva para 7, es conveniente primero separar la parte
del tensor de esfuerzos correspondiente a un fluido en reposo de la parte dindmica del tensor.
Si un fluido esta en reposo, la fuerza de superficie en cualquier punto Z y en cualquier
superficie orientada segun 17, ﬁ;(f, t), tiene que ser normal a la superficie, puesto que en caso
contrario la componente tangencial a la superficie de ﬁL, o componente de cizalla, crearia un
movimiento tangencial o de cortadura. Es decir, en un fluido en reposo se tiene

Fol@t) = —p(T, )7, (7.20)

donde p es la presion del fluido en el punto & en el instante ¢, o fuerza por unidad de
superficie normal a la superficie y dirigida en sentido opuesto a 77 (contra la superficie). Esta
presion, llamada hidrostatica, coincide con la presion definida en la Termodinamica si el
fluido esta en reposo. Cuando el fluido estd en movimiento ambas presiones coinciden si se
cumple la hipotesis de equilibrio termodinamico local. Como la Mecénica de Fluidos hace
uso de esta hipdtesis (ver leccién siguiente), a partir de ahora no se hard distincién entre
ambas presiones, hidrostatica y termodinamica, y se utilizara por tanto la misma presion en
las ecuaciones de estado del fluido (termodindmica) y en las ecuaciones del movimiento.

De acuerdo con ([7.20]) y (7.9)), en un fluido en reposo se tiene
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=/ Y (Y)

X

Figura 7.3: Movimiento entre dos placas originado por un esfuerzo tangencial.

? = —p? 0O Ty = —p&j . (721)

Para un fluido que no esté en reposo se suele descomponer 7 en dos partes,

F= pl4+7, (7.22)

donde, por definicién, 7 es la desviacién del tensor de esfuerzos con respecto a la presion,
también llamado, por razones que ahora veremos, tensor de esfuerzos viscosos.

Experimentalmente se ha observado que muchos fluidos obedecen a una ley lineal entre
7 y el tensor de velocidades de deformacién. Originalmente, Newton postulé que, para un
determinado tipo de flujo que él considero, existe una ley lineal entre el esfuerzo tangencial
aplicado a una superficie de un fluido y el gradiente de velocidades normal a la superficie. Por
ejemplo, si sobre el fluido contenido entre dos placas planas paralelas se aplica un esfuerzo
7(= 7,,) a través de una de las placas (ver figura , se produce un movimiento cuyo
gradiente de velocidades normal a la placa viene dado por

0v,
T = ,
H oy
donde p es una propiedad del fluido (que depende principalmente de la temperatura)

denominada viscosidad. Esta ley lineal entre esfuerzos y gradientes de velocidades se puede
generalizar desde un punto de vista fenomenolégico en la forma:

(7.23)

—d
T =

Il

V7, (7.24)

siendo A un tensor de cuarto orden que, en general, depende de la posicién y el tiempo, pero
no de la velocidad. La expresién anterior constituye la relacion lineal mas general entre los
dos tensores de segundo orden 7 y V. Esta relacién debe ser una propiedad constitutiva
del fluido y, por tanto, no debe depender del sistema de coordenadas elegido. Como la parte

antisimétrica de Vv, es decir el tensor &, representa un giro como soélido rigido alrededor de

cada punto con velocidad angular /2, si se elige un sistema coordenado que en cada punto
. . = =/ B . . .

gire con esa velocidad, £ es nulo, por lo que T no puede depender de él [si no hay movimiento,

. . <z .2 =/
el tnico esfuerzo que puede haber es el asociado a la presion, ecuacién ([7.21)]. Por tanto, 7
depende sélo del tensor de velocidades de deformacion 7, siendo la relacién lineal mas general
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=/

Al
Il
1]

I

(7.25)

0, en coordenadas cartesianas,

1 8Uk c%l
= Ay = A= —+—. 7.26
Tij FkIVkL iKY (8xl + &vk) ( )

Otra forma de llegar a 1) de 1) es simplemente apelando a la simetria de 7: como

7 es un tensor simétrico, solo puede depender linealmente de la parte simétrica de Vv, es
decir, de 7.

La ley anterior fue deducida (aunque en una forma maés simplificada que veremos més
adelante) por Stokes en 1845, generalizando la idea que Newton formul6 150 anos antes. Los
fluidos que satisfacen esa ley constitutiva se denominan Newtonianos. Experimentalmente
se encuentra que una gran mayoria de los fluidos, tanto liquidos como gases, en casi todas
las condiciones de interés, obedecen una ley de ese tipo, aunque solo sea aproximadamente.
Teéricamente se demuestra (a través de la Teorfa Cinética de Gases)® que bajo la hipStesis
de equilibrio termodindmico local (ver leccién siguiente) los gases satisfacen la Ley de Stokes.
Existen, sin embargo, fluidos, especialmente liquidos constituidos por grandes moléculas, en
los que 7 no depende linealmente de 5, o depende ademds de otras magnitudes fluidas.
Estos fluidos no-Newtonianos tienen bastante interés en algunas aplicaciones, sobre todo
en la industria quimica (pldsticos, pinturas, etc.), pero no seran considerados en este curso
introductorio a la Mecéanica de Fluidos.

La Ley de Stokes se puede simplificar considerablemente si el fluido es isotrépico,
como ocurre en la mayoria de las situaciones de interés. De hecho, en su derivacion original,
Stokes hizo tres hipotesis, dos de las cuales ya han sido utilizadas en la derivacion de ([7.25)):
relacién lineal entre 7 y 7, e hip6tesis de que si no hay movimiento 7 es nulo (es decir, si

. . = - . 4 . ., =/

no hay movimiento 7 = —p/). La tercera hipétesis de Stokes fue que la relacién entre 7
y 7 es isotropica en cualquier sistema coordenado. Esta condicion, junto con las anteriores,
. . ., . =/
simplifica enormemente la relacién (7.25). Para empezar, como (7.25)) es lineal, los tensores 7
y 7 pueden ser diagonalizados simultdneamente con la misma transformacion. Esto hace que
esa relacion se pueda escribir como 7 = B -4, donde 7/ = (71,75, 74) ¥ 7 = (71,72, 73), siendo

/

Iy Y, @ = 1,2,3, los autovalores de 7 y 7, respectivamente. Es decir, las 81 constantes de

A se han reducido a las nueve de B. Por otro lado, si el sistema es isotrépico, un giro de
coordenadas no debe cambiar la relacién entre 7 y 4. Como un giro permite permutar los
autovalores de ambos tensores, cada autovalor 7/ sélo puede depender del correspondiente ~;
y de la traza v, + 72 + 73, que es invariante frente a las rotaciones:

T =20y + A+ s), i=1,2,3, (7.27)

donde i y A son constantes. En forma tensorial, se tiene

F =27+ AV - 1. (7.28)

3El alumno interesado puede consultar, por ejemplo, S. CHAPMAN y T.G. COWLING, 1970, The Mathematical
Theory of Non-Uniform Gases (Cambridge University Press, New York; 3 edicién).
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Asi, las 81 constantes del tensor original A;;; se han reducido a sélo dos. Esta relacién se suele
escribir utilizando la descomposicién del tensor ~ ' dada en la seccién , N =7 +~", siendo
~' la parte sin traza yf diagonal, de forma que 7" contiene todo el movimiento asociado al
cambio de volumen y 7/ estd asociado a la deformacién pura, sin cambio de volumen:

T =2uy + pu,V - 0T = 2 E(Vﬁ—l— vil) — gv : 17]] + 1,V - 01 (7.29)
donde, por comparacién con ([7.28)),
2

El coeficiente p se suele denominar coeficiente de viscosidad o simplemente viscosidad,
y estd asociado a la capacidad de deformacion pura del fluido bajo la accion de un
esfuerzo cortante o de cizalla. El coeficiente p,, denominado coeficiente volumétrico de
viscosidad, esta asociado a la deformacién volumétrica provocada por esfuerzos normales.
Asi, el esfuerzo normal medio de un fluido Newtoniano es

1 - 1 = _
§traza(?) = §traza(—p[ +7) = —p+ V- 7; (7.31)

es decir, no todo el esfuerzo normal esta asociado con la presion, sino que parte de él
estd asociado al movimiento del fluido tendente a cambiar su volumen. La Teoria Cinética de
Gases demuestra que para gases monoatomicos, es decir, gases cuyas moléculas no tienen
estructura interna, pu, es idénticamente nulo, siendo distinto de cero para gases cuyas
moléculas pueden almacenar algin tipo de energia distinta de la cinética o translacional.
En otras palabras, p, esta relacionado con la capacidad de almacenar energia no cinética
por las moléculas de un fluido bajo la accién de esfuerzos normales, mientras que la presion
estd relacionada con la energia cinética de las moléculas. En los liquidos el coeficiente ., es
irrelevante, puesto que al ser incompresibles V - ¢ = 0. Es decir, para los liquidos se tiene

7 =2y = u(Vi+ Vil , (7.32)

que es la relacion originariamente debida a Stokes.

Los coeficientes p y p, dependen del estado termodindmico del fluido, muy especialmente
de la temperatura (para los gases se demuestra a partir de la Teoria Cinética que son
independientes de la presién). En general, la viscosidad de los liquidos disminuye al aumentar
la temperatura, ocurriendo lo contrario para los gases.

7.5.  Ecuacion de Navier-Stokes

La ecuacion resultante de introducir la ley de Stokes en la ecuacién de conservacion de la
cantidad de movimiento ([7.19) se suele denominar ecuacién de Navier-Stokes:*

dpt 2 ;
% + V- (pt0) = =Vp + V - [u(VT + V)] + V[(pty — SV U]+ pfm - (7.33)

4Navier obtuvo la misma ecuacién por un procedimiento distinto algo antes que Stokes, pero haciendo algunas
hipétesis sobre las bases moleculares de los efectos viscosos que no son del todo correctas.
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Utilizando la ecuacién de continuidad ([6.4]), esta ecuacién se puede escribir como

Dv

"Dt

El término de fuerzas de superficie V -7 de la ecuacién ahora se ha desglosado en tres:

uno que representa las fuerzas de presién por unidad de volumen, y otros dos que representan

las fuerzas de viscosidad (relacionadas con p y p,) por unidad de volumen. En el caso de

los liquidos esta ecuacién se reduce considerablemente debido a que al ser p = constante,

V - ¢ = 0. Si, ademas, las variaciones de temperatura no son muy importantes y se puede
suponer que el coeficiente de viscosidad es constante, la ecuacién queda:

 Vp+ V- (VT + V)] + V(s — %u)v W+ ol (7.34)

Dv . >

P = VPV P, (7.35)
donde se ha hecho uso de V - (V#)T = V(V - ¥) = 0. En el caso en que las fuerzas masicas
deriven de un potencial U, f,, = —VU, la ecuacion anterior se puede escribir en la forma
simple

Dv

o v (liU) v, (7.36)

Dt p
donde

v=p/p (7.37)

es el coeficiente de viscosidad cinematica. Una particularidad importante de esta
ecuaciéon es que forma, junto con la ecuacién de continuidad V - ¥ = 0, un sistema

cerrado para las variables v y p. En el caso de los gases, aparte de que u y pu, puedan
depender de la temperatura, la densidad p no es constante, con lo que hay que completar
el sistema de ecuaciones anterior [continuidad y cantidad de movimiento (7.34)] con
la ecuaciéon de conservacién de la energia y las ecuaciones de estado, que se veran en la
préxima leccién (aparte de las ecuaciones constitutivas para p, p.,, etc.). Asi, para un liquido
con viscosidad constante el problema mecénico estéd desacoplado del térmico (aunque para
resolver el problema térmico veremos que es necesario haber resuelto previamente el problema
mecéanico), mientras que para los gases los problemas mecénico y térmico estén, en general,
intimamente ligados. Esto nos va a permitir resolver ya problemas de flujos incompresibles
(de flujos de liquidos basicamente) sin necesidad de esperar a derivar la ecuacién de la energia
en la leccién siguiente.
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CAPITULO 8

Ecuacion de la energia

8.1. Vector flujo de calor. Ley de Fourier

Andlogamente al transporte de masa y de cantidad de movimiento, la energia (calor) puede
ser transportada mediante dos mecanismos: convectivamente por el movimiento del fluido y
difusivamente por transporte molecular. El transporte molecular viene caracterizado por g,
en la ecuacion , que de momento es desconocido, pero que sabemos depende, ademas de
la posicién y el tiempo, de la orientacion de la superficie. Estamos, pues, ante una situacion
andloga a la de las fuerzas de superficie, en la que para caracterizar estas fuerzas (asimilables
a un flujo molecular de cantidad de movimiento) en cada instante era necesario definir una
doble infinitud de magnitudes vectoriales: para cada punto y para cada orientacion de la
superficie; la unica diferencia es que ahora las magnitudes ¢, son escalares. Similarmente a
la definicién del tensor de esfuerzos 7, veremos a continuacién que el flujo de calor g, para
cada orientacién del elemento de superficie dA7 en (¥, t), viene completamente especificado
si se conoce un cierto vector ¢(Z,t), es decir, sélo tres cantidades escalares en cada punto.
En efecto, sea un elemento de volumen tetraédrico que tiene como vértice el punto 7 y sus
caras estdn formadas por tres planos ortogonales dirigidos segin (€7, €3, €3), y el elemento de
superficie dA7 (ver ﬁgura. Aplicando el principio de conservacion de la energia en
un sistema de referencia donde ¥ es localmente cero y despreciando términos volumétricos de
orden (dA)*? frente a dA, se tiene

O(dA>3/2 = qdA + qdAs + q@zdAs + g, dA, (8.1)

donde q,, ¢1, ¢2 y ¢3 son los valores medios del flujo de calor a través de las cuatro caras
del tetraedro que, salvo errores de orden mayor, se pueden aproximar por los valores en el

punto Z. Usando dA; = dAn - €; = dAn;, i = 1,2, 3, dividiendo por dA y haciendo dA — 0,
se obtiene
— @n = N1q1 + Noqa + N3qs . (8.2)

Definiendo el vector ¢(7, ),

7= q1€1 + q2€5 + q3€3, (8.3)

llamado vector flujo de calor, la ecuacién (8.2)) se escribe simplemente
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Figura 8.1: Vector flujo de calor.

Los componentes ¢1, ¢2 y g3 de ¢ son pues los flujos de calor en (7,t) a través de la unidad
de superficie orientadas en las direcciones coordenadas €7, €; y €3, respectivamente, y son
tomados positivos cuando el flujo de calor tiene el sentido de esas direcciones. La ecuacion
(8.4) muestra que el flujo de calor a través de la unidad de area orientada hacia cualquier
direccién 7 queda completamente determinado cuando el vector flujo de calor ¢’ se conoce en
el punto considerado (o, de forma alternativa, cuando se conoce a través de tres direcciones
mutuamente perpendiculares que pasan por dicho punto).

Fenomenolégicamente se encuentra que en un fluido de composiciéon homogénea existe
una relacion lineal entre el vector flujo de calor y el gradiente de temperatura:

=l

§=K- VT, (8.5)

siendo K el tensor de conductividad térmica. Para un medio isotrépico el tensor K se reduce
a una sola constante, K = — K1,

donde K es la conductividad térmica, que es una propiedad termodindmica (constitutiva)
del fluido, funcion de la temperatura, y en menor grado de la presién. El signo menos se ha
introducido para que K sea positivo, ya que el calor fluye hacia las temperaturas decrecientes.
La relacién anterior se llama Ley de Fourier, quien la formulé hacia 1822 en su famoso
tratado Théorie analytique de la chaleur (en el cual también introdujo las famosas series
trigonométricas que llevan su nombre, y que fueron el germen de la teoria de funciones
ortogonales y su aplicacién a la resolucién de problemas de contorno). Esta ley se puede
formular de una forma tedrica rigurosa para los gases a través de la Teoria Cinética si se
cumple la hipétesis de equilibrio termodinamico local (ver més adelante).
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8.2. Ecuacion de conservacion de la energia

Introduciendo el vector flujo de calor (8.4) y el tensor de esfuerzos (7.9) en el principio de
conservacién de la energia (.10 aplicado a un volumen fluido Vi(t), se tiene

d 1, ) 1, 1, .
— ple+ -v dV:/—p(e—l——v dV+/pe—|——v U fids
i), et 3= [ gler gy [ et 5o

:/me-ﬁdV—l—/ 17-?-ﬁds—/cf-ﬁds+ QdV , (8.7)
Vi St Sy Vi

donde e y v?/2 son las energias interna y cinética, respectivamente, por unidad de masa,
fm son las fuerzas masicas por unidad de masa y @), es el calor aportado por unidad de
tiempo y unidad de volumen al fluido (por radiacién, reaccién quimica, etc.). Esta ecuacién
nos dice que la velocidad de incremento de la energia total (cinética mas interna) contenida
en un volumen fluido es igual al trabajo por unidad de tiempo de las fuerzas (mésicas y de
superficie) que actuan sobre él, més el calor por unidad de tiempo transferidos a través de
las paredes y el calor por unidad de tiempo generado (por reaccién quimica, radiacion, etc.)
en el interior del volumen.

En la expresion anterior se ha aplicado el Teorema de Transporte de Reynolds al primer
miembro, desglosandose en dos: la velocidad de incremento de las energias interna y cinética
en el volumen V; en el instante ¢ y la velocidad a la que estas energias son transportadas
fuera del volumen V; a través de la superficie Sy por el movimiento del fluido (conveccién de

energfa). El principio de conservacién de la energia se puede aplicar a un volumen de control
arbitrario V,(t) sin mas que sustituir el primer miembro de (8.7)) por [ver ecuacién ([5.6)]

d

1 1
— ple + =v*)dV + / ple + =v*) (v — ©,) - iids, (8.8)
dt Jv. S

2 2
y cambiando Vy y Sy por V. y S, respectivamente, en los restantes términos. Esta ecuacion
integral de la energia, junto con las correspondientes de conservacion de la masa y de cantidad
de movimiento derivadas anteriormente, son muy ttiles en Ingenieria, pues permiten resolver
globalmente algunas magnitudes de interés en un determinado volumen de control V. sin
necesidad de conocer los campos de las diferentes magnitudes fluidas localmente en cada
punto del fluido (ver ejercicios a continuacién de esta leccion).

Procederemos ahora a derivar la ecuacion de la energia en forma diferencial en sus
diferentes formulaciones.

8.3. Ecuacion diferencial de las energias interna y mecanica

Aplicando el Teorema de Gauss a las integrales de superficie de la ecuacién (8.7), e
igualando el integrando a cero se obtiene la siguiente ecuacién diferencial para la energia
total:
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donde se ha desglosado T = —pI+7 . Por otro lado, ¢ y 7 vienen dados por las leyes de Fourier
y Stokes , respectivamente. En la primera igualdad de la ecuacién anterior se ha
reescrito el primer miembro en forma compacta haciendo uso de la ecuacién de continuidad
. El significado fisico de los distintos términos de esta ecuacion son, respectivamente:
variacién local de la energia total por unidad de volumen; flujo convectivo de la energia total
por unidad de volumen; trabajo de las fuerzas maésicas por unidad de volumen y tiempo;
trabajo de las fuerzas de presion por unidad de volumen y tiempo; trabajo de las fuerzas de
viscosidad por unidad de volumen y tiempo; flujo difusivo o molecular de calor por unidad
de volumen, y generacion de calor por unidad de volumen y tiempo debido a la radiacion y
a las reacciones quimicas.

La ecuacién anterior para la energia total se suele separar en dos partes, una para la
evolucion de la energia interna y otra para la energia mecanica. La forma més directa de
realizar este desglosamiento es obtener por separado la ecuacién de la energia mecanica
multiplicando la ecuacion de cantidad de movimiento ([7.34]) escalarmente por -

2

El primer miembro de esta ecuacion es la suma de la variacion local y flujo convectivo de
la energia mecanica (o cinética) por unidad de volumen, mientras que el segundo representa
el trabajo mecdnico asociado a las fuerzas de presion, a las fuerzas viscosas y a las fuerzas
masicas, respectivamente, por unidad de volumen y tiempo. Obsérvese que todo el trabajo
de las fuerzas maésicas es mecanico, es decir, se transforma en energia mecanica, mientras que
los trabajos de las fuerzas de presion y viscosidad sélo en parte se transforman en energia
mecanica, contribuyendo el resto a la energia interna, como veremos a continuacién. Por
otra parte los términos asociados al flujo de calor y a la generacién de calor en no
contribuyen, como era de esperar, a la energia mecanica. La ecuacion de la energia interna

se obtiene sin més que restar (8.10) de (8.9):

De

"Dt

donde se ha hecho uso de V -pi = pV -+ 0-Vpy V- (F -0) =7-(V-T)+7 : VI

Los dos primeros términos del segundo miembro representan, respectivamente, el trabajo de

compresion de las fuerzas de presion por unidad de volumen y tiempo (que es nulo para los

liquidos ideales al ser incompresibles), y el trabajo de disipacién de las fuerzas viscosas, o

simplemente disipacién viscosa, por unidad de volumen y tiempo. Este tltimo término se

suele designar por ® (funcién de disipacién viscosa de Rayleigh) y es siempre igual o mayor
que cero. Para un fluido Newtoniano se tiene:

D U2 N N =/ N P
o\ 3 =—0-Vp+0-(V-T)+0pfin. (8.10)

= —pV-T4+7 ViV -7+ Q,, (8.11)

_ 2 =
d=7 :Vi= [M(VU+V?7T)+(MU—§M)V-17I] : VU
2 = 2 =
- g[vm V" — 2V 0] [V 4 V8 = V0] + (V-9 > 0, (8.12)

debido a que ;1 > 0 y a que para cualquier tensor simétrico de segundo orden A verifica
A: A= A;jAi; > 0 [en (8.12) se ha hecho también uso de la simetria de ?/]. La funcién ®
representa la velocidad a la cual se genera calor (que se transforma en energia interna del
fluido) debido a la disipacién viscosa del flujo, por unidad de volumen.
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Ademas de la ecuacion de la energia interna , existen otras formulaciones de
la ecuacién de la energia que tiene mas interés desde un punto de vista practico.
Pero previamente a su derivacién es necesario introducir (repasar) algunas nociones de
Termodinanica.

8.4. Breve repaso de Termodinamica. Hipdtesis de equilibrio termodinamico
local

La Termodinamica Cléasica es una ciencia que trata de los estados de equilibrio de
una sustancia, es decir, de estados en los que las magnitudes mecénicas y térmicas son
independientes de la posicion y del tiempo. Incluso cuando en Termodinamica Clasica se
habla de la evolucién de las magnitudes de una determinada sustancia, como por ejemplo
la primera ley de la termodinamica, que establece la equivalencia del trabajo mecanico y
del calor y de sus transformaciones mutuas, esta evolucién es entre estados de equilibrio
(transformaciones reversibles) y, por tanto, irreales por lo infinitamente lentas. Los resultados
termodindmicos son pues globalmente aplicables unicamente a fluidos en reposo cuando sus
propiedades son uniformes e independientes del tiempo. La pregunta que inmediatamente
surge es si es posible aplicar los resultados de la Termodindmica Clasica a fluidos que no sélo
no son uniformes, sino que se mueven, cambiando sus propiedades de punto a punto y en el
tiempo, incluso drasticamente. Veremos a continuacion que, aunque no se puedan aplicar, en
general, los resultados termodindmicos clasicos globalmente a un determinado sistema fluido,
si se pueden aplicar localmente, es decir, a cada particula fluida individual, ya que éstas, en
la mayoria de los fluidos y en las condiciones que usualmente se encuentran en la practica,
se hallan en equilibrio termodindmico local (o puntual).

Considérese el caso de un gas. Si en el gas existen inhomogeneidades, por ejemplo, si
inicialmente hay un gradiente de temperatura o un gradiente de velocidad, y no existe ningtin
factor externo que los mantenga, al cabo de un cierto tiempo mas o menos largo el gas
se equilibra (se uniformiza su temperatura y su velocidad) por colisiones moleculares que
intercambian energia y cantidad de movimiento entre las moléculas, igualando las tempera-
turas y las velocidades entre las distintas particulas fluidas. Es decir, las colisiones producen
unos flujos macroscoépicos de calor (energia) y cantidad de movimiento que tienden a disipar
los gradientes que los provocan. Estos procesos hacia un estado de equilibrio termodinamico
global son esencialmente irreversibles, y leyes como el Primer Principio de la Termodinamica
solo nos relaciona entre si los dos estados de equilibrio inicial y final, sin decir nada del
proceso intermedio (s6lo el Segundo Principio de la Termodindmica nos proporciona ciertas
desigualdades que deben verificarse durante el proceso). Ahora bien, un sistema puede no
estar en equilibrio termodindmico global (puede existir, por ejemplo, un gradiente térmico),
pero si en equilibrio termodinamico local si las particulas fluidas que definen cada punto
contienen un numero suficiente de moléculas como para que las colisiones entre ellas las
equilibren, dentro de cada particula fluida, mucho mas rapidamente que los cambios que
se puedan producir en las magnitudes macroscopicas (por ejemplo, la temperatura). La
condicién para que esto ocurra es que la longitud caracteristica de variacién macroscépica
(en nuestro ejemplo, la longitud tipica en la cual la temperatura cambie apreciablemente,
es decir, L ~ |VInT|™!) sea mucho mayor que el camino libre medio entre colisiones,
A, para que de esta forma exista un tamafio intermedio, (6V)/3 que permita definir la
particula fluida en equilibrio termodinamico: A < (6V)/3 < L. En otras palabras, si A < L,
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Figura 8.2: Camino libre medio entre colisiones.

una molécula experimenta un gran nimero de colisiones con sus vecinas antes de alcanzar
regiones donde las magnitudes macroscépicas (temperatura en nuestro caso) cambien, de
modo que gradualmente adapta su movimiento y energia al que existe localmente (se equilibra
localmente), perdiendo memoria en las sucesivas colisiones de su situacién primitiva.

En el caso de un gas, el orden de magnitud del camino libre medio A\ se puede estimar
suponiendo que las moléculas son esferas rigidas de tamano efectivo dy (tipicamente, dy ~
5 % 107!% m); si el ntimero de moléculas por unidad de volumen es n (n ~ 2 x 10* m™3 en
condiciones normales), la distancia media que tiene que recorrer una molécula para chocar

con otra es (ver figura

A~ (i)™t ~2x107"m = 0,2 um. (8.13)

La condicion A < L es pues mas restrictiva que la correspondiente a la hipdétesis de medio
continuo, n~/? <« L, dada en la seccién (™13 ~ 4x107 m en condiciones normales). Sin
embargo, salvo en casos muy extremos en que los gradientes son muy acusados (la longitud
caracteristica L muy pequena, como por ejemplo en el movimiento de cuerpos a velocidades
gigantescamente altas), o en el caso de que el gas esté muy enrarecido (n muy bajo, como por
ejemplo en la parte alta de la atmodsfera donde las moléculas estan muy separadas unas de
otras y las colisiones entre ellas son poco frecuentes), la condicién de equilibrio termodindmico
local, A < L, se cumple en los movimientos de gases.
Se suele definir el llamado nimero de Knudsen,

Kn

1>

(8.14)

como la relacion entre el camino libre medio molecular y el tamano macroscopico
caracteristico. En términos de este numero adimensional la condicion de equilibrio
termodindmico en gases se expresa Kn < 1. El argumento que acabamos de expresar
utilizando longitudes caracteristicas se puede también expresar en funcién de tiempos
caracteristicos: Si las magnitudes fluidas macroscépicas (por ejemplo la temperatura) fluctian
en el tiempo con una frecuencia caracteristica cuyo orden de magnitud es w = ¢!, donde ¢,
es un tiempo caracteristico de variacién macroscépica (t, = |0InT/Ot|™!), para que exista
equilibrio termodindmico local la frecuencia entre colisiones moleculares, w. = 7, !, tiene que
ser mucho mayor que w, para que asi se den un gran nimero de colisiones antes de que las
magnitudes macroscépicas cambien en el tiempo apreciablemente (en cada particula fluida).
Se tiene pues la condicién adicional
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-

Te K te 0 KntEt—c<<1, (8.15)
(&

que se debe verificar simultdneamente con (8.14]) para que exista equilibrio termodindmico

local. Por supuesto, 7. y A estan relacionados entre si a través de la velocidad media molecular,

cr, que es funcién de la temperatura:

A~ opTe, op ~A\kT/m, (8.16)

donde k es la constante de Boltzmann y m la masa de la molécula (k &~ 1,381 x 10723 J/ K).

En los liquidos la interaccion molecular es mucho mas compleja que la simple colisién, por
lo que la definicién de camino libre medio o frecuencia de colisién no tiene mucho sentido.
De todas formas, la hipdtesis de equilibrio termodinamico local se suele verificar, siendo atn
mas escasas las situaciones en que no se cumple que en los gases.

La hipotesis de equilibrio termodinamico local redefine, como acabamos de ver, el tamano
(6V)¥/3 de las particulas fluidas. Pero si existe ese tamaifio, las magnitudes fluidas, p(Z,t),
U(Z,t), e(Z,t), etc., definidas en cada punto fluido satisfacen, localmente, las relaciones de la
Termodinamica Clésica. En lo que sigue supondremos que existe equilibrio termodinamico
local y utilizaremos los importantes resultados de la Termodinamica para escribir otras formas
de la ecuacion de la energia y las ecuaciones de estado, siendo todas las relaciones locales (o
puntuales). Como ya se ha comentado, la hipdtesis de equilibrio termodindmico es un requisito
indispensable, ademas, para la validez de las leyes constitutivas ya enunciadas como la ley
de Stokes para el tensor de esfuerzos y la ley de Fourier para el flujo de calor.

La Termodindmica Clasica nos ensena que el estado de un fluido de composicién
homogénea en equilibrio termodindmico estd definido si se conocen dos variables
termodindmicas cualesquiera, por ejemplo, la presion y la densidad, (p,p), de forma que
cualquier otra magnitud termodindmica es funcién de esas dos variables: T' = T'(p, p),e =
e(p, p), etc. Estas relaciones, que son las ecuaciones de estado del fluido en cuestion, se
cumplen localmente si se verifica la hipdtesis de equilibrio termodindmico local.

Se suelen distinguir dos tipos basicos de variables termodinamicas: las intensivas y
las extensivas. Las magnitudes extensivas se pueden definir en un volumen finito vy,
generalmente, se expresan en funcién de su densidad, es decir, en funcion de la correspondiente
magnitud por unidad de volumen. Magnitudes extensivas son la energia, la masa, etc. Por
ejemplo, la energia interna de un volumen V' de fluido seria:

E:/pedV, (8.17)
v

donde e es la energia interna por unidad de masa, siendo pe la energia interna por unidad de
volumen. Las magnitudes intensivas no se pueden referir a un volumen finito, salvo que sea
un fluido uniforme. Ejemplos son la temperatura, la presion, etc.; también, las magnitudes
extensivas cuando se refieren a la unidad de volumen: p, pe, etc. Como las ecuaciones de
estado se refieren siempre a magnitudes intensivas (son relaciones de equilibrio local), no
existen ecuaciones de estado para volimenes finitos, salvo cuando las magnitudes fluidas
sean uniformes en él.

Ademas de las variables termodinamicas que se han ido definiendo hasta ahora
(p,p,T,e,v), existen otras de interés que se utilizaran en lo que sigue. Entre ellas, las mas
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importantes son la entropia, s, y la entalpia, h. La entropia la podemos definir en forma
diferencial a partir del Primer Principio de la Termodinamica,

Tds = de+ pd(1/p), (8.18)

donde s es la entropia por unidad de masa (todas las magnitudes energéticas que utilizaremos,
e, s, h, etc., serdn por unidad de masa o especificas). La ecuacién anterior expresa que el
calor por unidad de masa transferido a una particula fluida, que en virtud del equilibrio
termodinamico local es igual al producto de la temperatura por el incremento de entropia,
dq = Tds (si no hubiera equilibrio, el Segundo Principio de la Termodindmica nos dice que
dq < Tds, donde dq ya no es una diferencial exacta), se invierte en incrementar la energia
interna por unidad de masa, de, y en producir un trabajo de expansién, pd(1/p) (por unidad
de masa).
La entalpia se define como

h=e+p/p, (8.19)
de forma que, utilizando (8.18)), se tiene
1
dh = Tds + ~dp. (8.20)
P

Por 1ltimo, otras dos magnitudes termodinamicas que utilizaremos a menudo son los
calores especificos a presion y volumen constantes, definidos, respectivamente, como

oo (2) (%) e

= (2) -(%) o2

Cp

8.5. Ecuaciones de la entalpia y de la entropia

En muchas situaciones conviene hacer uso de una ecuacién para la entalpia h, o bien una
ecuacion para la entropia s, en lugar de la ecuacién (8.11]) para la energia interna e.
Sustituyendo (8.19) en (8.9), se obtiene la siguiente ecuacién para la entalpia total h+v?/2

(también llamada entalpia de remanso):

D 1 - (9p —
Z bt 202 = pfo T+ =+ V- (F )=V -G+ Q,, 8.24
th( +21)) of v+at+V (T -U)=V-7+Q (8.24)
o, si las fuerzas masicas derivan de un potencial, fm =—-VU,

D 12 . oU ap = N
P Dy (h+2v —I—U)—pat +at+v (T V)=V -7+ Q,. (8.25)
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Esta ecuacion nos proporciona una primera integral del movimiento en algunos tipos de flujos
bastante comunes: aquellos que son estacionarios, en los que no hay aporte alguno de calor y
el trabajo de las fuerzas viscosas puede despreciarse. Si se cumplen estos requisitos (ademés
de que las fuerzas mésicas deriven de un potencial), la ecuacién anterior nos dice que la
derivada sustancial de

2

h+ % +U (8.26)

es nula, es decir, esa magnitud permanece constante a lo largo del movimiento. Esta
particularidad del uso de la entalpia sera ampliamente utilizada cuando estudiemos los flujos
ideales estacionarios, y proviene del hecho de que la entalpia incorpora a la energia interna
el trabajo de las fuerzas de presion en forma de un flujo convectivo, por lo que si los unicos
trabajos son los asociados a las fuerzas de presion y a las masicas, y éstas son estacionarias,
la cantidad se conserva.

Para obtener la ecuacién que gobierna la evolucion de la entropia en el movimiento de un
fluido hacemos uso del Primer Principio de la Termodindmica expresado en cuando
existe equilibrio termodinamico local y la ecuacion de la energia interna , llegandose a:

pT&:q)—V-qW—QT. (8.27)
Dt

Esta ecuacion nos dice que la entropia varia, como era de esperar, solamente por la accion
de los efectos disipativos o moleculares, como son la disipacién viscosa y los aportes de calor.
Ademas, satisface el Segundo Principio de la Termodinamica ya que, de acuerdo con ,
el incremento de entropia a lo largo del movimiento es mayor o igual que cero (recuérdese que
® > 0) siempre que, por supuesto, aportemos calor al sistema: —V-7=V-(KVT) >0,y Q,
sea positivo. De acuerdo con la ecuacién anterior, la entropia es otra integral del movimiento
para los flujos ideales (efectos viscosos despreciables), adibaticos (¢ = 0) y sin ningin otro
aporte de calor.

8.6. Ecuaciones de estado

Para que el conjunto de ecuaciones de continuidad, cantidad de movimiento y energia
[ecuaciones , y, por ejemplo, (8.11))] sea un conjunto cerrado, es necesario hacer
uso de ecuaciones de estado que nos relacione la temperatura con la presion y la densidad,
T = T(p,p), v la energia interna con, por ejemplo, la temperatura y la presion, e = e(T, p)
(aparte estan las ecuaciones constitutivas para 7 y ¢ que ya han sido definidas). De esta
forma tendremos un conjunto cerrado de ecuaciones para p, 0’y p (6 p, 0y T).

Para un liquido perfecto, estas dos ecuaciones de estado son:

p = constante (8.28)
¢, = ¢, = ¢ = constante,, (8.29)

es decir, la densidad y el calor especifico son constantes (los calores especificos a presién y
volumen constante son iguales al ser constante la densidad, v = ¢,/c, = 1). La ecuacién

(8.22)) nos proporciona

de=cdl', e=cdl+ep, (8.30)
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siendo eq la energia interna de referencia a T' = 0, que se suele tomar cero; de esta ecuacion
y de (8.18)), al ser constante la densidad, se tiene ademads

Tds =cdT, s=cln(T/Tp) + so, (8.31)

donde sq es la entropia a la temperatura de referencia Tj.
Los gases perfectos se definen como aquellos que satisfacen la ecuacion de gas ideal,

% = R,T, (8.32)
donde
R
Ry =+ (8.33)

es la constante especifica del gas en cuestién, cociente entre la constante universal de los
gases, R ~ 8314 J K~ mol~! y la masa molecular M del gas, y verifican ademds que los
calores especificos son constantes:

¢, = constante, ¢, = constante. (8.34)

Estas relaciones nos proporcionan

e=c,T +eg, (8.35)
h=e+p/p=cT +RyT +ey=c,T +eg, (8.36)
o — =Ry, (8.37)

siendo esta ultima expresion la llamada relacion de Meyer. La Teoria Cinética de Gases
demuestra’ que v = ¢,/c, es igual a 5/3 para los gases monoatémicos y 7/5 para los gases
diatémicos, lo cual coincide extraordinariamente bien con los resultados experimentales a

temperaturas no muy altas. Finalmente, haciendo uso de (8.18)) y (8.32), la entropia de un
gas perfecto viene dada por

s—sozcﬂn<@%%%j):cﬂn(éﬁgv). (8.38)

Es decir, la relacion isentropica que satisfacen los gases perfectos es

p/p" = constante . (8.39)
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= D.E. ROSNER, 1986. Capitulos 2 y 5.

Wer, por ejemplo, S. Chapman y T.G. Cowling, 1970, The Mathematical Theory of Non-Uniform Gases (Cambridge
University Press, New York; 3 edicién).



Ejercicios de aplicacion de las ecuaciones en
forma integral

Problema resuelto

Un chorro de un liquido de densidad p sale de un conducto de didmetro D con una
velocidad uniforme V' respecto al conducto. El chorro incide normalmente sobre una placa
plana que adquiere, como consecuencia, una velocidad U constante en relacién al conducto
(U <V).

e(r)

Figura 8.3

Aplicando las ecuaciones de conservacién en forma integral, calcular el espesor e(r) de la
pelicula liquida que se forma como consecuencia del impacto del chorro con la superficie (ver
figura para distancias grandes del punto de impacto, y la fuerza ejercida por el liquido
sobre la placa.

Solucion.

La forma maés natural y sencilla de resolver este problema consiste en considerar un sistema
de referencia que se mueve con la placa y un volumen de control estacionario en el mismo (ver
ﬁgura. En este sistema de referencia, el liquido entra en la seccién de entrada S, (de area
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wD?/4), que se aleja a una velocidad U en relacién a la boquilla del conducto y permanece
a una distancia constante de la placa, a una velocidad V' — U. La unica otra seccién de la
superficie del volumen de control S. que es atravesada por el fluido es la seccion anular de
salida S, de drea 2mre(r), por la que el liquido sale a una cierta velocidad desconocida u(r),
que supondremos uniforme (despreciamos la friccién con la pared) y en la direccién radial (r
suficientemente grande).

Figura 8.4

La ecuacién de conservacién de la masa en forma integral se escribe [ver ecuacién ((6.2))]

d
— pdV + / p(UV—17,) -nds =0. (8.40)
dt Jv,q Se(t)

Como el volumen de control es estacionario en el sistema de referencia elegido y p es constante,
el primer término es nulo. Por otro lado, v, = 0 en toda la superficie del volumen de control,
Se = Se + 5, + Sg + 5, donde S; es la superficie lateral de revolucién del chorro y S, la
superficie en contacto con la placa. El segundo término es distinto de cero, como ya se ha
comentado, sobre S, y sobre S;. Teniendo en cuenta que las velocidades en esas secciones se
suponen uniformes y perpendiculares a las mismas, que en S, el vector 7 tiene sentido opuesto
a la velocidad, mientras que en Sy 7 va en el mismo sentido que u, y que p es constante, la
integral de superficie quedaria

2

— (V=0 u(r)2re(r) = 0; (8.41)

es decir, la ecuacion de conservacién de la masa nos da una relacién para las incégnitas e y
u’
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V —U)D?
efryu(r) = V=D 5.42)
8r
valida para r lo suficientemente grande como para que la velocidad de salida u tenga una
direccion practicamente radial.

La ecuacion de cantidad de movimiento se escribe [ver ecuacién ((7.17))]

(p—pa)ﬁds+/ ﬁ-?’ds+/ pfmdV | (8.43)

c c c

4 pUdV+/ pﬁ(ﬁ—ﬁc)-ﬁds:—/
dt Ve(t) .

donde se ha desglosado el término de fuerzas de superficie en sus componentes de presion y
de fuerzas viscosas y a la presion se le ha restado la presion atmosférica p, teniendo en cuenta
que |, s, panids = 0 al ser p, una constante y S. una superficie cerrada. Esto 1ltimo tiene una
ventaja evidente puesto que p = p, en S;, Se v S (en estas dos tltimas superficies de forma
aproximada dado que los perfiles de velocidad a la entrada y a la salida se estan suponiendo
aproximadamente uniformes), de manera que la integral de presién es no nula solo en S,
proporcionando la parte debida a la presién de la fuerza que el chorro ejerce sobre la placa
(contra la presion atmosférica). De hecho, las fuerzas viscosas también son aproximadamente
nulas en S; (despreciamos la friccién del chorro con el aire al ser su viscosidad mucho menor
que la de cualquier liquido) y en S, y Sy (porque estamos suponiendo que no existen gradientes
de velocidad en las secciones de entrada y salida al suponer que los perfiles de velocidad son
uniformes en esas secciones). Asi, la fuerza total que el chorro ejerce sobre la placa viene
dada por la componente x de las integrales de presién y viscosas sobre .S, cambiada de signo
(porque estas integrales, con su signo, representan las fuerzas que el exterior a la superficie
S, ejercen sobre el fluido dentro del volumen de control, que es igual, pero de signo opuesto,
a la que el fluido dentro de V. ejerce sobre el exterior, en este caso la placa):

F=- (—/ (p—pa)ﬁds+/ ﬁ-?'ds) -y (8.44)
Sp Sp

Para ser mas precisos, en este ejemplo F' solo tiene componente de presion, pues las fuerzas
viscosas sobre la placa no tienen componente en la direccion x. Pero la expresion anterior nos
permitiria calcular la fuerza total (de presién y viscosa) sobre la placa en general, aunque no
conozcamos el valor del tensor de esfuerzos viscosos (ni la presion) en cada punto sobre la
placa.

El primer término de (8.43) es nulo al ser V, y el fluido dentro de él estacionarios. El
segundo término tiene componente x (recuérdese que la ecuacién es vectorial y para calcular
F solo necesitamos la componente x) no nula solo sobre la superficie de entrada S,, y vale
—p(V — U)?rD?/4. Por dltimo, el término de fuerzas mésicas no tiene componente x si
suponemos que la gravedad es perpendicular al eje x (téngase en cuenta que la gravedad es
la tnica fuerza maésica pues la velocidad U es constante y el sistema de referencia es inercial).
Teniendo en cuenta todo esto, la componente x de la ecuacion proporciona la fuerza
sobre la placa:

D2
F= ”Tp(v — U2, (8.45)

que es positiva, como debe ser en el sistema de referencia elegido.



94 MECANICA DE FLUIDOS. R Fernéndez Feria y J. Ortega Casanova

Por tltimo, la ecuacién de la energia en forma integral se escribe (ver seccion 8.2)

— ple+ zv dV+/pe+—v U — U,) - nds
dt Jy, ( 2 Se ( 2 ) )

:-/jﬁﬁ@+/Qﬂ?ﬁ@+/pﬁ,mvi/gﬂ@+ Q.dV.  (8.46)
c c (& (& VC

El primer término es nulo y v. = 0 en todo S,.. El segundo término es distinto de cero solo
en S, y Ss (flujo convectivo de energia total a la entrada y a la salida). El primer término
del segundo miembro (trabajo de las fuerzas de presién) es también no nulo solo en S, y
S, pues sobre la placa ¥ = 0 y, sobre S;, v -7 = 0. Los demés términos son nulos o muy
pequenos el trabajo de las fuerzas viscosas es aproximadamente nulo en S., Sy y S; porque
7 es aproximadamente nulo en esas superficies, como se ha argumentado antes, y en Sp
porque alli v = 0; suponemos que no existe intercambio ni generacion de calor apre(:lable y
suponemos que el trabajo total de las fuerzas masicas es despreciable. Esta tltima hipotesis
se puede justificar siempre que la dimension del chorro en la direccién vertical sea pequena. Si
no se tuviera en cuenta, el chorro perderia su simetria de revolucion por accion de la gravedad
y ya no serfa facil resolver este problema por ecuaciones integrales (salvo por la fuerza en la
direccién x , que es vélida independientemente de esta hipdtesis).

Por tanto, agrupando los términos no nulos del flujo convectivo de energia y del trabajo
de las fuerzas de presién, teniendo en cuenta la definicion de la entalpia , ph = pe + p,
la ecuacién de la energia queda

1
/s ) p (h + 51}2) v-nds =0. (8.47)
E+ S

Es decir, la entalpia total a la salida es igual a la entalpia total del chorro a la entrada
[teniendo en cuenta la conservacién de la masa (8.41)]:

1
iz+(V U)? = m+§ﬁ. (8.48)

Como se han despreciado los flujos de calor, la temperatura permanece practicamente
constante y h, = h,, con lo que la ecuacion integral de la energia nos dice simplemente
que la energia cinética del chorro a la salida coincide con la energia cinética del chorro a la
entrada. Por tanto, con las simplificaciones hechas, las velocidades de entrada y de salida en
este sistema de referencia y configuraciéon (r suficientemente grande) coinciden:

u=V-U. (8.49)

Sustituida esta ecuacién en la conservacion de la masa (8.42)) nos da la forma del espesor e(r)
para r grande:

D2
e(r) = 5
Se deja como ejercicio para el alumno obtener la fuerza F' utilizando otras combinaciones
de volumen de control y sistema de referencia. Por ejemplo, un sistema de referencia fijo en
la boquilla del chorro y un volumen de control con volumen estacionario que se aleja a la
velocidad U de la placa, o un volumen de control no estacionario con todo el volumen de

liquido que va saliendo de la boquilla.

(8.50)
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Problemas propuestos

La mayoria de los ejercicios que se enuncian a continuacién seran resueltos en clases de
problemas. El resto se recomiendan como ejercicios para realizar en casa. Algunos de ellos
estan resueltos en FERNANDEZ FERIA, DEL PINO PENAS y ORTEGA CASANOVA
(2010).

1. Por un conducto en forma de codo (ver figura y de seccién constante A circula
un gas. En la seccion de entrada la presion del gas es a veces la atmosférica, ap,, su
temperatura es la ambiental, 7T,, y su velocidad V;. El gas descarga por la seccion de
salida a la presién ambiental, p,. Suponiendo que la temperatura es constante a lo largo
de todo el flujo e igual a la ambiental, que el gas es ideal y calorificamente perfecto, que
las propiedades fluidas son uniformes en las secciones de entrada y de salida, que las
fuerzas maésicas son despreciables y que no hay adicién de calor ni por reaccién quimica
ni por radiacion, calculen:

(a) Velocidad del gas a la salida del conducto.
(b) Calor que recibe el gas a través de las paredes del conducto por unidad de tiempo.
(¢) Fuerza en magnitud y direccién que el gas ejerce sobre el conducto.

Y

a

Figura 8.5

2. Por un canal de inclinacién 6 y seccién rectangular de anchura b (direccién perpendicular
al papel en la figura circula un liquido de densidad p. En estado estacionario, la
altura h del liquido medida perpendicularmente al fondo del canal permanece constante.
Calcular mediante la aplicacion de la ecuaciéon de cantidad de movimiento en forma
integral aplicada a un volumen de control de longitud Ax (ver figura la velocidad
media U, en el supuesto de que el movimiento medio es uniforme en cada seccién (y, por
supuesto, unidireccional), y suponiendo que el esfuerzo de friccién en las paredes del
canal (tanto laterales como del fondo) vale 7y = %/\pU 2 donde el coeficiente de friccién
A es constante.
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Figura 8.6

3. Un método habitual de determinar la resistencia aerodindmica de un objeto en

movimiento es mediante la obtencién experimental del perfil de velocidad de la estela
que deja el objeto.

Considérese que en un ensayo en un tunel aerodinamico se determina el perfil de
velocidad u(r) de la estela que deja tras de si un proyectil estacionario sobre el que
circula una corriente uniforme de aire de velocidad V' y presion p, aguas arriba; la
medicién de u(r) se hace lo suficientemente aguas abajo del proyectil como para que
p =~ p,. Suponiendo que en el movimiento el aire se pueda considerar como incompresible
(M? < 1), escribir las ecuaciones de conservacién de masa y de cantidad de movimiento
en forma integral en un volumen de control adecuado (por ejemplo, el cilindro de radio R
de la figura y calcular la resistencia del proyectil en funcién de wu(r). Particularicen
el resultado para el caso en que el perfil de velocidad de la estela se pueda aproximar

por u(r) = V[l —ecos(53)], e < 1.

o

[

CLLELELLIEE -

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 8.7
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Figura 8.8

4. Un depdsito de seccién A que contiene un liquido de densidad p descarga a través de
un pequeno conducto de diametro D situado en la parte inferior del mismo. El depésito
posee unas ruedas debajo de la tapa inferior. Se desea calcular la fuerza F' que se tiene
que ejercer (ver figura para que el depdsito no se desplace como consecuencia de
la descarga. Para ello utilicen las ecuaciones en forma integral y supongan que el flujo
es ideal. Calculen F' en funcién del tiempo y de los datos del problema suponiendo que

5. Una turbina Pelton, como la que se esquematiza en la figura 8.9] consta en esencia de
una rueda de radio R provista de alabes. Sobre los alabes incide un chorro de agua
que hace girar la rueda con velocidad angular €2 constante. Utilizando las ecuaciones de
conservacién de la masa y cantidad de movimiento en forma integral, calculen:

(a) Reacciones en el eje de la rueda suponiendo que no hay pérdidas.
(b) Par y potencia desarrollada por la turbina.

(c) Velocidad de giro para la que se obtendria la potencia maxima y valor de ésta.

6. El aspersor de la figura [8.10| consta de dos brazos de longitud R y didmetro D que
terminan en sendos codos de 90° cuya longitud es despreciable frente a R. Por el centro
(punto O) entra un caudal ) constante de un liquido de densidad p y, como consecuencia,
el aspersor gira con una velocidad angular constante 2. Suponiendo que debido a la
friccién de los cojinetes existe un par resistente en O de valor I', calculen, mediante
la aplicacion de las ecuaciones de conservacion de la masa y del momento cinético en
forma integral, la velocidad angular de giro en funcién de @, I'; p y la geometria. ;Cual
serfa la velocidad angular maxima? Desprecien las fuerzas viscosas y las gravitatorias.

7. Una corriente bidimensional y uniforme de un gas (presién p;, densidad p; y velocidad
V1 segun el eje x) incide sobre una cascada de dlabes que distan entre si una distancia L,
ejerciendo sobre cada uno de ellos una fuerza F= F,e,+ F,e,. Aplicando las ecuaciones
de conservacion en forma integral, calcular las condiciones aguas abajo de la cascada, pa,
p2 v V5 cuando dicha corriente se ha uniformado. Supongan gas perfecto, movimiento
estacionario, fuerzas masicas despreciables y alabes aislados térmicamente. (Utilizar el
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Figura 8.9

/ e

(i

M

Q

Figura 8.10

volumen de control estacionario de la figura donde la superficie entre dlabes es de
simetria.)

8. Se desea hallar la evolucién de la temperatura en un termo eléctrico de volumen V'
cuando por él circula un caudal constante ) de agua (densidad p y coeficiente de
capacidad calorifica ¢), a la que se le suministra un calor por unidad de tiempo constante
q (figura . La temperatura a la entrada, 77, también permanece constante.
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™y
|‘/2 = Ugé}v + Ung

Figura 8.11

Escriban las ecuaciones de conservacién de masa y energia en forma integral. Supongan
que las magnitudes fluidas en la entrada y en la salida son uniformes, que el agua
en el interior del termo tiene temperatura homogénea (7' s6lo depende del tiempo t)
y velocidad despreciable. Simplifiquen las ecuaciones suponiendo que las secciones de
entrada y de salida son iguales, A; = As, que p; = py y que To = T', y hallen T'(¢) para
el caso en el que T(0) = Tp. ;Cudl es el valor estacionario de 77

A, v, T, ;1

A27U27T27p2

Figura 8.12
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9. La camara de combustion de un cohete supersonico tiene a la salida una tobera

convergente-divergente como se esquematiza en la figura [8.13] con area a la salida A,.
A la cdmara entran un gasto G, de combustible y un gasto G, de oxigeno (ambos
constantes) que reaccionan quimicamente produciendo un calor total @ por unidad de
tiempo. Como consecuencia se obtienen unos productos de combustién a una presién y
temperatura elevadas que se aceleran en la tobera y salen de la misma a una velocidad
supersonica V; y a una presion ps que, en general, no es igual a la presion atmosférica p,,.
Se supone que los gases producto de la combustion se comportan como un gas perfecto
de constante R, y relacién de calores especificos 7. Se pide:

IlIGO

Pa

la.

Figura 8.13

a) Aplicando las leyes de conservacién de masa, cantidad de movimiento y energia en
forma integral calculen el empuje del cohete en funcion de la presiéon a la salida p;
y de los datos del problema (Q, G,, G., pa, As vy 7). Para ello hagan las siguientes
aproximaciones: velocidad y temperatura de entrada de combustible y oxidante
despreciables frente a Vi y Ty, respectivamente; fuerzas masicas y de viscosidad
despreciables; camara aislada térmicamente, y magnitudes fluidas uniformes a la
salida.

b) Simplifiquen la expresién anterior en los supuestos de que el nimero de Mach a
la salida es muy grande [M2 = V2/(yp,/ps) > 1] y que la tobera funciona en las
condiciones ”de diseno”, en las cuales p;, = p,.

10. La potencia maxima que se puede extraer de un viento de velocidad V' mediante una

turbina edlica se puede calcular de las ecuaciones de conservacién aplicadas a un volumen
de control como el de la figura [8.14] Dicho volumen estda delimitado por un tubo de
corriente S. y por dos planos perpendiculares a la corriente viento arriba y viento abajo
de la turbina, de secciones A; y As, donde las velocidades son la del viento V' y V' — vy,
respectivamente, y las presiones atmosféricas. A través del rotor de la turbina, de seccién
transversal A, el aire pasa con una velocidad axial V' — v y la presion decrece desde p
hasta p’ (las magnitudes Ay, Ay, vy, v, p y p’ son en principio desconocidas).

Suponiendo que las componentes radial y azimutal de la velocidad son despreciables
frente a la axial, que las fuerzas maésicas y viscosas son despreciables, que las propiedades
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Figura 8.14

fluidas son uniformes en las secciones 1, 2, 3 y 4, y que la densidad del aire p permanece
practicamente constante, se pide:

a)

11. Por

Escribir las ecuaciones de conservacion de masa, cantidad de movimiento axial y
energia entre las secciones 1-3, 3-4 y 4-2.

Hallen las fuerzas de presién sobre S., Fy y Fy, en funcién de v; y v (ademés de,
por supuesto, p y A), demostrando que son cuadraticas en dichas velocidades.

Como, normalmente, v y v; son mucho mas pequenas que la velocidad del viento
V', de acuerdo con el apartado anterior se pueden despreciar las fuerzas F; y Fb
frente a los restantes términos de las correspondientes ecuaciones de cantidad de
movimiento. En este supuesto, hallen la fuerza axial F' que el aire ejerce sobre
el rotor de la turbina y la potencia W extraida al viento. Obtengan la relacién
existente entre vy y v y expresen F'y W en funcién, exclusivamente, de v y de los
datos del problema (p, V' y A).

Rendimiento de la turbina (comprueben que es solo funcién de v/V').

Expresen la potencia en funcién del rendimiento y calculen el valor de este para
que la potencia sea maxima. Den el valor 6ptimo de v/V y la potencia maxima.

un conducto de secciéon A; circula subsénicamente un gas ideal. Cuando las

condiciones del gas son vy, p; y p1, el conducto se ensancha bruscamente hasta una
seccién A,. Suponiendo que el esfuerzo de friccion en la pared es despreciable y que el
conducto esta aislado térmicamente, se pide:

@)

Escriban las ecuaciones de conservacion de masa, cantidad de movimiento y energia
en forma integral para relacionar las magnitudes fluidas en la seccién 1 con las de
la seccién 2.
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b) Utilizando ademés la ecuacion de estado de un gas perfecto, hallen una relacién
algebrdica que determine el nimero de Mach tras el ensanchamiento (M) como
funcién, exclusivamente, de M;, de Ay/A; y de la relacién de calores especificos 7.
Nota: El nimero de Mach se define como el cociente entre la velocidad del fluido
y la del sonido, M = v/a, siendo la velocidad del sonido a para un gas perfecto

a=\/7R,T = /7p/p.

¢) Simplifiquen la expresién anterior en el limite A;/As < 1, y hallen explicitamente
Moy, pa/p1, p2/p1 y To/T} en funcién de My y 7.

—7
|
A i ] — A
1 |' i U1, P1, D1 V2, P2, P2 : 5: 2

: I
I I

Figura 8.15



CAPITULO 9

Ecuaciones de Navier-Stokes

9.1. Resumen de las ecuaciones de Navier-Stokes

Como se ha visto en las lecciones precedentes, las ecuaciones diferenciales que gobiernan
el movimiento de un fluido Newtoniano de composicién homogénea son las siguientes:

continuidad D
p .
— cv=10 9.1
cantidad de movimiento
Dv — -
U 4 ofm 9.2
Py = VP TV T +0f (92)
_ 2 =
7 = p[Vi+ VT + (- SV T, (9.3)
energia
De .
pﬁz—prH—@—FV-(KVT)—f—QT, (9.4)
_ 2 = 2 =
O=7:Vi= g[vm Vo' - V1) (VO VET SV AT 4 (V07 (95)

Este sistema de ecuaciones se suele denominar Ecuaciones de Navier-Stokes (tomando el
nombre de la ecuacién de cantidad de movimiento) y tiene por incégnitas la densidad p, las
tres componentes de la velocidad v, la presion p, la energia interna e y la temperatura 7.
Para completarlo se necesitan dos ecuaciones de estado; por ejemplo,

p=ppT), e=e(T,p), (9.6)
ademas de la especificacion de los coeficientes de transporte,

pw=uwT,p), po=m(T,p), K=K(T,p), (9.7)
que normalmente solo dependen de la temperatura.
La ecuacion de la energfa interna (9.4)) puede ser sustituida por la ecuacién de la entropia
(18.24))

(18.27)), o por la ecuacion de la entalpia , o cualquier combinacién de ellas.!

La ecuacién de cantidad de movimiento ([9.2) a veces es sustituida por una ecuacién para la vorticidad, que no
veremos en este curso introductorio a la Mecanica de Fluidos.
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9.1.1.  Fluidos incompresibles con propiedades constantes

Las ecuaciones anteriores se simplifican notoriamente si el movimiento es incompresible,
como ocurre casi siempre con los liquidos, o en algunos flujos de gases a velocidades no
demasiado altas y sometidos a variaciones de temperatura poco importantes (ver seccién
siguiente para una especificacién més precisa). En particular, como se apunté en la seccién
[7.5] las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento quedan desacopladas de la
ecuacion de la energia si el coeficiente de viscosidad se puede considerar constante (variaciones
de temperatura no muy importantes). Suponiendo que la conductividad térmica es también
constante, las ecuaciones quedan:

V-7=0, (9.8)
D/l7 1 2 =
D
P =+ KVT +Q,, (9.10)
Dt
o= g[vm Vi) : [V + Vi), (9.11)

que se completan con las ecuaciones de estado p = constante (que es un dato del problema al
igual que py K), y de = ¢(T)dT. Las dos primeras ecuaciones tienen como tnicas incégnitas
p y U, siendo ¢ solenoidal en virtud de la ecuacion de continuidad. La ecuacién de la energia
junto con la ecuacion de estado para e permiten obtener la temperatura 7" una vez conocido
v. Suponiendo que el calor especifico ¢ es constante, y que no existen aportes volumétricos
de calor (@, = 0), la ecuacién de la energia se puede escribir como

DT 9P

— = — +aV*T, 9.12

Dt pc ( )
donde o = K/pc es la difusividad térmica, que tiene las mismas unidades que la viscosidad
cinemaética v, o el coeficiente de difusion masica D. De hecho, si la velocidad del fluido fuese
nula, la ecuacion anterior se escribiria

YT aV*T (9.13)

que se suele denominar ecuacién de difusiéon por su identidad formal con la ecuacién de
difusién mésica (sin mas que sustituir a por D y T por la concentracién o fraccién maésica;
ver, por ejemplo, Bird et al. 1960).

9.2. Condiciones para que el campo de velocidades sea aproximadamente
solenoidal. Nimero de Mach. Cavitacion.

Cuando en el movimiento de un fluido la densidad permanece constante, la ecuacién de
conservaciéon de la masa nos dice que el campo de velocidades es solenoidal, lo cual, como
acabamos de ver, implica importantes simplificaciones en las ecuaciones. De aqui la relevancia
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de conocer con precision las condiciones para que el campo de velocidades de un movimiento
fluido pueda considerarse como solenoidal.

Estas condiciones se obtienen comparando los términos (Dp/Dt)/p y V - U que aparecen
en la ecuacién de continuidad [9.1 Para ello suponemos que el orden de magnitud de las
variaciones de ¢, tanto espacial como temporalmente, es V', que puede ser una velocidad
caracteristica del problema en cuestién si, como ocurre normalmente, las variaciones en
la velocidad son del orden de ella misma. Por otro lado, designamos por L la longitud
caracteristica en la cual varian las magnitudes fluidas, entre ellas la velocidad (ver Fig.|9.1)).
Asi, para que v sea aproximadamente solenoidal se debe verificar:

1Dp
p Dt
Si tomamos la densidad p y la entropia s como las dos variables independientes que

caracterizan el estado termodindmico de cada particula fluida (de composicién homogenea),
es decir, p = p(p, s), se puede escribir

Dp 2 Dp dp\ Ds
_ Ds 9.15
Dt aDt+(asth’ (5-15)

donde la propiedad termodindmica a?, definida como

a’ = (g—i)s : (9.16)

es el cuadrado de la velocidad del sonido, o velocidad de propagacién de las pequenas
perturbaciones en un fluido. Para un gas ideal, de (8.39)) resulta

1%
<|V-i~ (9.14)

a=/p/p=~/7R,T. (9.17)
Sustituyendo (9.15]) en ((9.14)) se tiene la condicién de solenoidalidad
V

A 9.1
<7 (9.18)

1 Dp 1 (8p> Ds
9s ) , Dt
Para que esta condicion se satisfaga, ambos términos del lado izquierdo deben de ser mucho

menores que V/L, por lo que se consideraran por separado.
Si la condicién

se satisface, tenemos que las variaciones en la densidad producidas por las variaciones de
presion en el flujo son despreciables, lo cual es lo que normalmente se entiende por un
movimiento incompresible. Es decir, la condiciéon de solenoidalidad es més general que la
de incompresibilidad, aunque normalmente se confunden por ser esta ultima, como veremos
en lo que sigue, la més importante de las dos condiciones de solenoidalidad expresadas en la
ecuacion ((9.18]).2 Para expresar en una forma mas conveniente, utilizamos la ecuacién
de cantidad de movimiento ((9.2)):

1 Dp‘ V

2Salvo en esta seccién, siempre que se hable de incompresibilidad se haré en el sentido amplio de solenoidalidad,
es decir, V- 7 = 0.
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v

Figura 9.1: Esquema del flujo alrededor de un cuerpo sélido para ilustrar las magnitudes caracteristicas (en rojo) y
las condiciones de contorno.

1 Dp 1dp @ [ DF 1_ - =
b_ - Y —Fj+—v-?’+fm - (9.20)
p

- = = _.I_ _
pa? Dt pa? Ot = a?
En primera aproximacién se puede suponer, para la evaluacién de la influencia de las
variaciones de presion, que el flujo es isentrépico, de forma que se puede despreciar término
viscoso en ((9.20)), el cual afecta a la distribucién de presiones mas que a la magnitud de
su variacién (por otra parte, la influencia de las variaciones de entropia las consideraremos

después). Asi, la condicién (9.19) se escribe:

v
—. 9.21
pa? ot 2a?® Dt a? < L (9:21)

El primer término tiene en cuenta la no estacionariedad del flujo. Supongamos que el flujo es
oscilatorio, siendo w la frecuencia caracteristica de las oscilaciones. Si V' es la velocidad tipica
del movimiento asociada a estas oscilaciones, las variaciones de la presion en distancias de
orden L son del orden de las variaciones temporales de la cantidad de movimiento por unidad
de volumen multiplicadas por L, pVwL. Asi, la condicién asociada a este primer término es
pVw?L/pa* < V/L, es decir,

w2 L2

a2
En cuanto al segundo término de , el orden de magnitud de Dv?/Dt puede venir
dado por 9v? /0t o por ¥'- Vv?, dependiendo de cual sea mayor. En el primer caso tendriamos
wLV/a? < 1, mientras que en el segundo V?/a? < 1. La primera de estas condiciones no es
relevante como lo demuestra el siguiente razonamiento: Si el movimiento es no estacionario y
w es la frecuencia caracteristica, puede ocurrir que w sea mucho mayor, mucho menor, o del

mismo orden que V/L. Siw ~ V/L tenemos la condicién V?/a* < 1, que es la correspondiente
al término v - Vo?. Si w > V/L, la condicién resultante es mas débil que (9.22), mientras

<1. (9.22)
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que si w < V/L la condicién V?/a* es mas fuerte. Por tanto, la condicién wLV/a? < 1 es
redundante si imponemos ((9.22)) junto con

Via* <1, (9.23)
que, por otra parte, coincide con ((9.22)) si w ~ V/L. Esta condicién se suele expresar como

M* <1, (9.24)
donde
V
= — 2
- (9.25)

es el nimero de Mach, que relaciona la velocidad del fluido con la del sonido. La condicion
V?/a?> < 1 se podria haber obtenido de una forma mds intuitiva si se tiene en cuenta
que, para un movimiento isentrépico, las variaciones de densidad dp son, de acuerdo con la
definicién de a2, del orden de a?dp. Por otra parte, en un movimiento isentrépico en el que
las variaciones temporales no sean importantes, la ecuacion de cantidad de movimiento nos
dice que 6p ~ pV?, es decir, un cambio en la velocidad del fluido desde 0 hasta V requiere
una variacién de presién del orden de pV2. La condicién de incompresibilidad dp/p < 1 darfa
pues V?/a* < 1.

El tercer término de (9.21]), que representa las variaciones de presién producidas por las
fuerzas masicas, suponiendo que éstas sean exclusivamente gravitatorias con aceleracion g,
proporciona la condicion

% < 1. (9.26)
a

En conclusién, para que el movimiento de un fluido se pueda considerar como

incompresible se deben verificar las tres condiciones siguientes:

C(.}2[12

a?

L
<1, M*«<1 y i—2<<1. (9.27)

La primera de ellas nos dice, por ejemplo, que los efectos de compresibilidad no se pueden
despreciar cuando se estudie el flujo originado por ondas sonoras, ya que una onda sonora
de frecuencia w tiene por longitud de onda L = a/w, por lo que w?L?/a? = 1. La segunda
condicién, que es la mas importante de las tres desde un punto de vista préactico, nos obliga
a considerar los efectos de la compresibilidad siempre que la velocidad del fluido se aproxime
a la del sonido. Para el aire a 15°C y 1 atm se tiene que a = 340,6 m/s, mientras que
para el agua a 15°C, a = 1470 m/s, de modo que los movimientos en el seno del aire (por
ejemplo los originados por un cuerpo en movimiento) a menos de, pongamos, 400 km/h
(M? = 0,106), se pueden considerar como incompresibles (con errores menores del 10 %),
mientras que practicamente todos los movimientos en agua, o cualquier otro liquido, se pueden
considerar incompresibles. La tercera condicién nos dice que solo cuando el movimiento del
fluido involucra longitudes caracterfsticas gigantescamente grandes, del orden de a?/g, los
efectos gravitatorios en la compresibilidad son importantes. Tomando g = 9,8 m/s?, para el
aire tenemos a®/g ~ 12 km, y para el agua a®/g ~ 220 km, por lo que este efecto es importante
en la meteorologia o dinamica de la atmosfera, pero no en la dinamica de los océanos, ya
que la profundidad del mar es, como mucho, del orden de la decena de kilémetros. Fuera de
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los problemas terrestres este efecto seria importante en el estudio de la dindmica del plasma
estelar.

Pasemos ahora a considerar el efecto de las variaciones de entropia en . El coeficiente
que multiplica a Ds/Dt se puede escribir, teniendo en cuenta que la relacién entre p,p y s
es Unica, como

Lo\ _ 1 (9p\ (9p\ _ _1(9p/0T), BT (9.28)
pat \ds ), pa? \9p) \0s),  p(9s/OT), ¢, '
donde se ha hecho uso de (8.21)) y (9.16)), y se ha definido
_ 1 /0op
() o

que es el coeficiente de expansién térmica del fluido (§ = 1/T para los gases ideales, y
es muy pequeiio para los liquidos; para el agua a 15°C 8 = 1,5 x 102K ~1). Sustituyendo
la ecuacién para Ds/Dt en , se tiene la siguiente condicién (suponiendo que no
hay aportes volumétricos de calor):

\%
Py (KVT)]‘ <2 (9.30)
PCp L
que expresa que las variaciones en la densidad debidas al calentamiento por disipacién viscosa
y a la conduccién molecular de calor deben ser pequenas. Teniendo en cuenta la definicion

(19.5) para @, tenemos las siguientes dos condiciones:

1% 0

ch<<1’ BozLV<<1, (9.31)
donde a y v son las difusividades térmicas y de cantidad de movimiento (o viscosidad
cinematica), y 0 es el orden de magnitud de las variaciones de temperatura (por ejemplo,
en el caso de un fluido calentado por una pared a temperatura 7,, § = T, — T,, donde
T, es una temperatura caracteristica del fluido lejos de la pared). Estas dos condiciones se
satisfacen en la mayoria de las condiciones practicas, dejando solo de valer cuando la di-
ferencia de temperatura o la velocidad son extremadamente altas, y ocurren en longitudes
muy pequenas. Por ejemplo, para el aire en condiciones normales (20°C y 1 atm) se tiene
Br/c, ~38x10"" sy fa~T7x10"® m? /s K; para que la primera condicién no se cumpla,
V/L tiene que ser del orden de 10! s, es decir, si L es del orden del centimetro, V' tiene que
ser del orden de 10? m/s; en cuanto a la segunda condicién, si suponemos un caso favorable
en que V =0,1 m/sy L =1 cm, para que no se cumpla la diferencia de temperatura tendria
que ser del orden de 10* K, siendo este niimero mayor cuanto mayor es V o L. Por otra parte,
para el agua a 20°C se tiene fv/c, ~ 3,6 x 107 sy fa ~ 21 x 107" m? / s K, por lo que
las condiciones para que no se verifiquen las desigualdades anteriores deben de ser aun mas
extremas.

Se concluye, por tanto, que los efectos disipativos no producen, a efectos practicos,
variaciones en la densidad, por lo que la condicién de incompresibilidad (es decir, la constancia
de la densidad frente a variaciones en la presién) puede ser equiparada a la de solenoidalidad.
De las tres condiciones de incompresibilidad (9.27)), la segunda, M? = V?/a? < 1, es la més
importante en la practica.
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Por 1ltimo hay que decir que en los liquidos (donde las condiciones anteriores se satisfacen
practicamente siempre, al menos en flujos estacionarios), se debe tener en cuenta una
circunstancia adicional que es la posibilidad de cavitacién o formacién de burbujas de
vapor en el seno del liquido como consecuencia de que la presion baje por debajo de la
presién de vapor, p,(7'), en algin punto del flujo. Asi, la condicién de solenoidalidad en flujos
estacionarios de liquidos es, simplemente, p > p, en todos los puntos. Se suele definir un
numero de cavitacion,

_ Po = Do

Ca= V2 (9.32)
donde p, es una presién de referencia (generalmente, p, > p,, por lo que Ca ~ p,/ %pV2).
Este nimero adimensional es una medida de la posibilidad de que el flujo de un liquido cavite,
puesto que si un flujo se acelera desde v = 0 hasta v = V| su presién disminuye una cantidad
del orden de % pV? (cantidad que se suele denominar presién dinamica ), siendo, por tanto,
mayor la posibilidad de cavitacion cuanto menor es C'a. En particular, si C'a es menor que
un cierto valor critico C'a*, que depende del tipo de flujo y del liquido en cuestion, el flujo
cavita en algin punto, dejando de ser solenoidal el campo de velocidad.

9.3.  Condiciones iniciales y de contorno

Para resolver las ecuaciones (9.1)-(9.7) en un problema concreto se necesitan condiciones
iniciales y de contorno. Como condiciones iniciales hay que especificar tres magnitudes,
por ejemplo, p, vy T, en el instante ¢t = 0, para todo el campo fluido; es decir,

po(@) = p(7,0), &%) = 7(7,0), T,(F =T(,0). (9.33)

En el caso de un fluido incompresible [ecuaciones -], al ser p = constante, hay que
especificar p,(Z) = p(Z,0) en vez de p,, y la condicién inicial para ¢ debe ser solenoidal,
V -7, = 0. A veces se buscan soluciones periddicas de las ecuaciones (lo cual es solo posible
si las condiciones de contorno son también periddicas en el tiempo, o estacionarias), en cuyo
caso no se imponen condiciones iniciales, sino que se presupone una determinada dependencia
temporal (periddica) en la solucién. Si lo que se busca es la solucién estacionaria de las
ecuaciones (compatible solo con condiciones de contorno estacionarias), los términos con
derivadas temporales son idénticamente nulos y solo son necesarias condiciones de contorno.

El tipo de condiciones de contorno depende del problema particular considerado. En
términos generales, se necesitan dos condiciones de contorno para la velocidad (debido a que
el término V - 7 contiene derivadas segundas de la velocidad), dos condiciones de contorno
para la temperatura [término de segundo orden V - (K'VT)], y una condicién de contorno
més que puede especificarse en términos de la presién o de la densidad (evidentemente, en
flujos incompresibles la condicién de contorno no puede ser en términos de la densidad).

Para concretar un poco mas las condiciones de contorno se considerara un ejemplo tipico:
el flujo alrededor de un cuerpo sélido definido por la superficie S(Z) = 0, que suponemos fijo
en el sistema de referencia considerado (ver Fig. . Este problema quedara definido con
las siguientes condiciones de contorno:

=0 en S(¥)=0, (9.34)
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=Ua(7,t) = Ve, en [T — o0, (9.35)
pzpa( r,t) en |Z| — o0, (9.36)
Tp( 7,t) en S(Z)=0, (9.37)
T.(Z,t) en |Z] = 0. (9.38)

Es decir, sobre la superficie del cuerpo la velocidad y la temperatura del fluido son iguales
a la velocidad y temperatura de la superficie sélida (0 = 0 y T' = T}, respectivamente; si la
velocidad del cuerpo en relacién a nuestro sistema de referencia fuese v,(Z, t), la condicién de
contorno serfa ¥ = 0,(Z,t) sobre S(Z,t) = 0, que incluye la posibilidad de que los distintos
puntos de la superficie del cuerpo se muevan con velocidades diferentes y varien con el tiempo).
Esta igualdad se debe a que la hipdtesis de equilibrio termodindmico local (Kn < 1) exige que
las particulas fluidas en contacto con la superficie deben de estar en equilibrio termodinamico
con ella. Si Kn no fuese pequefio, podrian existir diferencias entre vy T en S(Z) = 0y
los correspondientes valores de la superficie sélida, pero que no consideraremos aqui.® Las
otras dos condiciones de contorno son los valores de U, p y T' lejos del cuerpo. Estas tltimas
condiciones pueden sustituirse por otras equivalentes como, por ejemplo, p, en vez de po,, 0
cualquier otra combinacion entre p,, p, v Ty, ya que dadas dos de ellas, la ecuacién de estado
nos proporciona la tercera.
A veces, la condicion de contorno (9.37) es sustituida por

KVT(Z,t) -7t = q)(Z,t) en S(@)=0, (9.39)

donde 77 es el vector unitario normal a S, equivalente a especificar el flujo de calor a través
de la superficie [una combinacién entre en parte de la superficie y en el resto
es también posible]. En el supuesto que la condicién de contorno sea de la forma ,
el equilibrio termodindmico local implicito en (9.39)) (ley de Fourier) y en las ecuaciones
asegurarian que la temperatura del fluido sobre la superficie fuese igual a la temperatura del
s6lido, pero esta serfa desconocida en principio.*

Otras condiciones de contorno que aparecen en muchos problemas y que no estan
contempladas en el ejemplo anterior son las que aparecen cuando existe una superficie libre
que separa dos fluidos inmiscibles, como por ejemplo un gas y un liquido. En estas situaciones
hay que tener en cuenta la tension superficial de la interfaz, que no se considerard aqui.
Prescindiendo de ella (es decir, suponiendo que la tensién superficial es despreciable), las
condiciones de contorno asociadas a la superficie libre son las siguientes. (a) En primer lugar,

3La condicién de contorno para la velocidad sobre una superficie sélida fue objeto de polémica durante gran parte
del siglo XIX, después de que se establecieran las ecuaciones de Navier-Stokes y se empezaran a resolver problemas
concretos, los cuales exigian una nueva condicién de contorno en relacién a las ecuaciones de Euler (leccién [15]) que
fueron establecidas mucho antes. Esta polémica se zanjé con la introduccién por Stokes de la condicién de contorno
de adherencia a la superficie, ¥ = ¥,. En cuanto a las condiciones de contorno con deslizamiento o diferencia de
velocidad (y temperatura) entre el fluido y la superficie, las cuales son necesarias cuando la hipétesis de equilibrio
termodindmico local no se cumple, ver, por ejemplo, T.I. Gombosi, 1994, Gaskinetic theory (Cambridge University
Press, Cambridge), capitulo X.

4De una forma més rigurosa, habria que resolver las ecuaciones del fluido y la ecuacién térmica correspondiente al
sélido conjuntamente, imponiendo las dos condiciones de contorno de igualdad de temperaturas e igualdad de flujos
de calor en S. Las condiciones o son simplificaciones que se hacen en muchos problemas debido a que, o
bien la temperatura del sélido es conocida (impuesta externamente), o bien se quiere imponer un cierto flujo de calor.
Por otra parte, estas condiciones de contorno no tienen en cuenta el posible aporte (o eliminacién) de calor debido a
la radiacién sobre (o emitida por) la interfaz fluido-sélido (véase, por ejemplo, Bird et al., 1960, capitulo 14).
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la interfaz es, en la mayoria de los problemas reales, desconocida a priori, por lo que las
condiciones de contorno se especifican en una superficie S(Z,t) = 0 desconocida, pero que
debe verificar la ecuacion

DS(7,1)
Dt

es decir, la interfaz es una superficie fluida. (b) Igualdad de las velocidades y de los esfuerzos
normales y tangenciales a ambos lados de la interfaz,

=0, (9.40)

— —

| =Uy, N-T1M="MTo,

i

donde los subindices 1 y 2 hacen referencia a los dos fluidos inmiscibles. (c¢) Igualdad de las
temperaturas y flujos de calor a ambos lados de la interfaz,

T1 = TQ, K1VT1 = KQVTQ -1 en S(f, t) =0. (942)

Si la tensién superficial no fuese nula, la Unica condicién de contorno que cambiaria seria la
igualdad de esfuerzos (normales y tangenciales) en la superficie, que deberfa tener en cuenta
los esfuerzos adicionales asociados a la tension superficial.

9.4. Existencia, unicidad y estabilidad de las soluciones. Turbulencia

El problema matematico de establecer la existencia y la unicidad del problema constituido
por las ecuaciones ([9.1)-(0.7)) y las correspondientes condiciones iniciales y de contorno es muy
complejo debido, sobre todo, a la no linealidad de las ecuaciones (términos convectivos de las
ecuaciones). Son muy pocos los resultados generales que han sido posible establecer en este
sentido, casi todos ellos referidos a flujos incompresibles (el alumno interesado en estos temas
matematicos formales de las ecuaciones de Navier-Stokes puede consultar, por ejemplo, el
libro de R. Téman, Navier-Stokes Equations, Elsevier, Amsterdam, 1984; ver también The
Millenium problems: Navier-Stokes equations).

Prueba de la complejidad de las ecuaciones de Navier-Stokes es el escaso nimero de
soluciones eractas que se conocen, casi todas ellas correspondientes a flujos incompresibles
y a movimientos en los cuales los términos convectivos (no lineales) de las ecuaciones son
idénticamente nulos (algunas de ellas se consideraran en las lecciones siguientes; un repertorio
méas amplio de estas soluciones exactas puede verse, por ejemplo, en Schlichting y Gersten,
2000, capitulo V, en Rosenhead, 1988, capitulo III, y en Landau y Lifshitz, 1987, capitulo
I1).

Un problema que presentan las soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes asociado a
la no linealidad es el de la estabilidad. Dadas unas determinadas condiciones de contorno
estacionarias, cabria pensar que, independientemente de las condiciones iniciales, pasado un
cierto tiempo se llegaria a un flujo estacionario correspondiente a la solucién estacionaria
de las ecuaciones y condiciones de contorno. Pero esto no siempre es asi. En la préactica
se encuentra que cuando los parametros que gobiernan el problema estdn dentro de ciertos
rangos, no se llega nunca a una solucion estacionaria. Matematicamente lo que sucede es
que la solucion estacionaria en esos rangos paramétricos es inestable, es decir, cualquier
perturbacion de la solucién, por pequena que sea, crece indefinidamente en el tiempo. Como
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en todo flujo real siempre existen pequenas perturbaciones, aunque la solucién estacionaria
del problema existe y esta bien definida, al ser inestable no se da en la practica. En otras
palabras, para que una solucién tenga significacion real no basta que satisfaga las ecuaciones
del movimiento y cumpla las condiciones iniciales y de contorno, es preciso, ademas, que
dicha solucién sea estable, para que las pequenas perturbaciones que puedan producirse en
las diversas magnitudes del movimiento, las cuales existen siempre en la realidad por multitud
de causas, tiendan a amortiguarse al avanzar el tiempo. Las inestabilidades conducen casi
siempre a movimientos que se denominan turbulentos, a los cuales estd dedicada la tltima
parte del curso.

Aunque en este curso introductorio no se va a tratar el importante tema de las
inestabilidades hidrodinamicas, a continuacion se comentarda muy brevemente un ejemplo
significativo para que se tenga una idea basica. El ejemplo consiste en el flujo de un fluido
incompresible (por ejemplo agua) en un conducto de seccién circular. Este problema fue
considerado por Reynolds en 1883 en su trabajo pionero sobre la inestabilidad y la turbulencia
(més detalles se veran en la practica de laboratorio sobre el experimento de Reynolds). Para
un conducto wnfinito alineado segin el eje x y de didmetro D, veremos en la leccién
que el campo de velocidad, solucién estacionaria de la ecuacién de Navier-Stokes para este

problema, se puede escribir como
2\ 2
1- (g) ] , (9.43)

donde 7 es la coordenada radial y V' es la velocidad media (igual al caudal @) que circula por
el conducto dividido por la seccién, V' = 4Q /7w D?). Es decir, el movimiento es unidireccional
(con solo una componente del vector velocidad segun el eje ), siendo el perfil de la velocidad
un paraboloide: la velocidad es maxima en el centro e igual a dos veces la velocidad media,
y nula en la pared del conducto r = D/2. Reynolds observé experimentalmente que esta
solucién laminar se presenta en la practica siempre que el parametro adimensional

U=u(r)é,, u(r)=2V

_ VoD
==,

llamado ntimero de Reynolds en su honor, es menor que un cierto valor critico (alrededor
de 2300). Para valores mayores que el critico, Reynolds observé (inyectando tinta en el flujo)
que el movimiento dejaba de ser unidireccional para volverse tridimensional y cadtico (tur-
bulento), y ello a pesar de que la solucién anterior es valida independientemente del valor
del nimero de Reynolds. Esto se debe a que el flujo se hace inestable por encima de un
valor critico Re*, de manera que si Re > Re*, cualquier perturbacion presente en el flujo
se amplifica exponencialmente hasta invalidar la solucion estacionaria . Esto no quiere
decir necesariamente que para Re > Re* no se encuentren soluciones laminares en la practica,
pero son altamente improbables, ya que siempre existen perturbaciones originadas, por
ejemplo, en la entrada del conducto. Si uno es extremadamente cuidadoso en el diseno de la
entrada del conducto, se puede retrasar la aparicién del flujo turbulento, pero la inestabilidad
estd presente por encima de Re*, y mas tarde o mas temprano el flujo se hara turbulento si
el conducto es suficientemente largo. Por el contrario, si Re < Re*, el flujo es siempre estable
(laminar), ya que todas las perturbaciones que se puedan producir son amortiguadas.
Existen muchos tipos diferentes de inestabilidades hidrodinamicas. El ejemplo anterior
es un caso tipico de inestabilidad relacionada con la viscosidad del fluido, cuya aparicion

Re (9.44)
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esta caracterizada por un nimero de Reynolds critico. Otras inestabilidades estdn asociadas
a fuerzas centrifugas, gravitatorias, magnéticas, etc., y su aparicion viene caracterizada por
nimeros adimensionales que cuantifican esas fuerzas.

Como se apunté anteriormente, la inestabilidad de las soluciones de las ecuaciones de
Navier-Stokes y la consecuente formaciéon de movimientos cadticos e irregulares, en una
palabra, turbulentos, es una consecuencia del caracter no lineal de las ecuaciones, es decir,
de los términos convectivos v- Vo y o- VT'. Las soluciones turbulentas que aparecen cuando
dejan de ser estables las laminares son, por supuesto, también soluciones de las ecuaciones de
Navier-Stokes, pero su caracter cadtico e impredecible las hacen poco ttiles en la pratica. Por
ello, cuando se estudian los flujos turbulentos desde un punto de vista ingenieril, se recurre a
un tratamiento estadistico de las soluciones, que se complementa con informaciones empiricas
(se veran algunos ejemplos al final de este curso). Podria pensarse que estas soluciones
cadticas son el resultado de la complejidad del problema, es decir, del enorme niimero de
grados de libertad presentes en un flujo real, que hace imposible obtener una informacion
cuantitativa precisa del movimiento, recurriéndose por ello al tratamiento estadistico. Esta
era una creencia que se tenia hasta hace relativamente poco tiempo, basada en que casi todos
los comportamientos cadticos aparecian en sistemas con muchos grados de libertad (un gas
o un liquido esta constituido por muchisimas moléculas y por ello se recurre a teorias que de
una manera u otra introducen hipdtesis estadisticas, como la Teoria Cinética de Gases, o la
Teoria de Medios Continuos que estamos utilizando para describir a los fluidos). Pero se sabe
que sistemas mecanicos simples, con la condicién de que sean no lineales y tengan tres o mas
grados de libertad, pueden tener comportamientos cadticos e impredecibles en algunos rangos
paramétricos. Un ejemplo tipico es el péndulo esférico forzado que, con solo tres grados de
libertad, tiene soluciones cadticas para ciertos valores del pardmetro forzador. En definitiva,
sistemas no lineales simples no necesariamente poseen comportamientos dinamicos simples.

9.5. Métodos de estudio de los problemas
fluidomecanicos

Ante la enorme complejidad de obtener soluciones exactas de las ecuaciones de Navier-
Stokes, a la hora de obtener resultados practicos se han seguido varias alternativas, que se
resumen a continuacion.

9.5.1. Meétodos experimentales

Una de las técnicas méas cominmente usadas para resolver problemas fluidomecanicos ha
sido, y sigue siendo, la experimentacién guiada por el andlisis dimensional y la semejanza
fisica, que ha proporcionado resultados muy fructiferos. Ejemplo pionero en este campo fue el
experimento de Reynolds descrito anteriormente: Reynolds obtuvo el parametro adimensional
, que caracteriza la transicion de flujo laminar a turbulento en un conducto, mediante
un analisis puramente dimensional del problema. La leccion siguiente se dedica a este tema
tan importante del andlisis dimensional y la semejanza fisica, que no es exclusivo, ni mucho
menos, de la Mecanica de Fluidos.

Las técnicas experimentales en la Mecanica de Fluidos han avanzado extraordinariamente
en los ultimos anos. Por ejemplo, a los métodos clasicos de medicion de la velocidad
mediante medidas de la presion (tubos de Pitot y similares) y por anemometria de hilo
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caliente, se han sumado métodos 6pticos, no intrusivos, como la anemometria Laser-Doppler,
o la anemometria Fase-Doppler que, aparte de no interferir en el flujo, permite obtener
mucha mas informacion sobre el campo de velocidades y otras magnitudes fluidas. También
se han introducido nuevas técnicas de visualizacién de flujos, muy utiles para obtener
una informacion cualitativa del movimiento, y que en muchos casos es imprescindible
previamente a la experimentacién cuantitativa, o a la busqueda de soluciones matematicas del
problema. Con la llegada de ordenadores potentes, han sido posible técnicas de visualizacion
cuantitativas de flujos mediante el seguimiento con una camara de particulas dispersas en el
fluido y el tratamiento digital de las imédgenes sucesivas (técnica llamada PIV, del inglés
Particle Image Velocimetry). Esta técnica permite tener instantdneamente el campo de
velocidad de un flujo. Con el uso del ordenador también es posible aprovechar ahora datos
que hubieran sido inservibles hace algunos anos, y realizar tratamientos estadisticos que no
era posible hace poco tiempo. Ademads, se pueden formar bancos de datos de resultados
experimentales y, por tanto, su utilizacion sin la necesidad de realizar uno mismo los
experimentos.

9.5.2.  Modelos simplificados

Otro de los métodos mas empleados en la resolucién de problemas fluidomecéanicos ha sido
la utilizacion de modelos simplificados, tanto de las propiedades del fluido como del tipo de
movimiento. Son pocos los campos de la Fisica en donde el empleo de modelos simplificados
ha sido tan fecundo como en la Mecanica de Fluidos. Uno de los modelos mas espectaculares
ha sido el de suponer el campo de velocidades solenoidal (o flujo incompresible),
considerado en detalle en la seccién Como se recordard, esta aproximacion se cumple
practicamente siempre en los flujos de liquidos, y en bastantes flujos de gases caracterizados
por la pequenez de ciertos parametros adimensionales, entre los cuales el mas importante
es el nimero de Mach. Esta es una constante de los modelos simplificados: su validez
estd caracterizada porque ciertos parametros adimensionales que gobiernan el problema
son muy grandes, o muy pequenos, por lo que se pueden despreciar ciertos términos de
las ecuaciones, simplificindolas. De aqui la importancia de analizar dimensionalmente las
ecuaciones previamente a la resolucién de cualquier problema (ver leccién siguiente).

Otro modelo simplificado muy importante en la Mecanica de Fluidos es el modelo de flujo
o movimiento ideal, consistente en suponer nulos los efectos disipativos (bésicamente,
suponer que la viscosidad y la conductividad térmica son nulas) en las ecuaciones del
movimiento. A este modelo se dedica una buena parte de la asignatura. La relevancia histérica
de esta hipdtesis queda patente no solo en el hecho de que las ecuaciones del movimiento
para el fluido ideal fueran establecidas por Euler casi un siglo antes de la formulacién de las
ecuaciones de Navier-Stokes, sino, también, en la gran fecundidad de ideas que ha originado,
especialmente con la Teoria de Capa Limite a principios de este siglo. La hipdtesis de fluido
ideal se aplica en muchos problemas debido a que una fracciéon importante de los fluidos que se
presentan en la naturaleza, asi como muchos de interés tecnoldgico, entre los que se incluyen
el aire y el agua, tienen viscosidades y conductividades térmicas muy pequenas, con lo que
los efectos disipativos son despreciables, salvo en problemas muy especiales o en regiones
muy limitadas del flujo (ondas de choque, capas limites, estelas, etc.); lo cual no quiere decir
que estas regiones donde los efectos disipativos son importantes sean irrelevantes, ya que
muchas veces condicionan la totalidad del movimiento. El empleo del modelo de fluido ideal
introduce una simplificacién fundamental en las ecuaciones de Navier-Stokes: desaparecen
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los términos que contienen las derivadas de mayor orden (V - 7 y V - ). Por tanto, no se
puede imponer, entre otras, la condicién fisica esencial del fluido viscoso de no deslizamiento
en una superficie sélida. Esto hace que la solucién de un problema con el modelo ideal sea
esencialmente distinta que la solucién del mismo problema con fluido viscoso, al menos en
la inmediata proximidad del contorno, incluso cuando se hace tender a cero el coeficiente de
viscosidad en la solucién wviscosa, cuyo limite cabria esperar que proporcionase la solucion
correspondiente al fluido ideal. Esta dificultad, que produjo una gran controversia y algunas
paradojas a finales del siglo XIX y principios del XX, la solventé Prandtl con la introducion
del concepto de capa limite en 1904, que se vera mas adelante.

La simplificaciéon de flujo ideal esta caracterizada, como veremos en la leccién siguiente,
por el limite en el cual el nimero de Reynolds [ecuacién (9.44)] es muy grande. El limite
opuesto, consistente en suponer que el niimero de Reynolds es muy pequeno, caracteriza a
los flujos en los que los efectos disipativos son dominantes en las ecuaciones. Estos flujos
constituyen también un capitulo importante de la Mecénica de Fluidos, siendo algunas de
las aplicaciones més relevantes la lubricacion fluidomecanica, ciertos flujos en conductos y la
sedimentacion de particulas sélidas pequenas. Estos flujos en los que los efectos disipativos
son dominantes (nimero de Reynolds pequeno) se estudiardan en el Tema VI. La razén de
considerar los flujos con viscosidad dominante previamente a los flujos ideales, contrariamente
a como historicamente han sido introducidos, se debe, principalmente, a que en el limite de
viscosidad dominante las ecuaciones son lineales al desaparecer los términos convectivos, con
lo que su resolucién es mucho mas simple.

9.5.3. Métodos numéricos

Por 1ltimo, otro de los métodos de ataque de las ecuaciones de Navier-Stokes es la
integracion numeérica directa, que en la actualidad estd en plena expansion debido al desarrollo
espectacular de los ordenadores. Para la resolucion de las ecuaciones de Navier-Stokes se
utilizan métodos numéricos muy diversos, algunos de ellos desarrollados especificamente para
resolver problemas fluidomecanicos. Entre ellos estan los métodos de diferencias finitas, de
elementos finitos, de elementos de contorno, el método de las caracteristicas, los métodos
espectrales, etc. La mayor dificultad con los métodos puramente numéricos es el de la
estabilidad dindamica de las ecuaciones, que da lugar a fenémenos de turbulencia, la cual
viene a sumarse a la dificultad intrinseca de las ecuaciones. A pesar de ello, la capacidad y
rapidez de los ordenadores ha crecido tanto en los tltimos tiempos que ya es posible resolver
numéricamente las ecuaciones de Navier-Stokes en situaciones no triviales. En particular, es
ya posible resolver sin dificultad cualquier problema fluido bidimensional no estacionario y
muchos problemas tridimensionales, salvo problemas que involucran escalas muy pequenas
como la de la turbulencia, o problemas con zonas muy delgadas a altos nimeros de Reynolds.
De todas formas, se estan realizando avances muy importantes en estas areas en los ultimos
tiempos, tanto en técnicas computacionales como en capacidad de los ordenadores, y no
es improbable que muchos de los problemas que actualmente son inaccesibles puedan ser
resueltos en un futuro inmediato.

Uno de los aspectos mas importantes de la introduccion del ordenador en la resolucion
de problemas fluidomecénicos (como ocurre también en otras ramas de la fisica) ha sido
la aparicién de la experimentacion numérica, con dos consecuencias muy importantes.
En primer lugar, una vez que se consigue simular un flujo, es posible medir todo sobre él,
incluyendo magnitudes basicas, como la vorticidad, muy dificiles de medir por experimen-
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tacion fisica. Estas magnitudes forman parte intrinseca de la simulacién numérica y estan
disponibles sin esfuerzo adicional a la vez que otras magnitudes de las que si se podria obtener
informacion experimental. Por otra parte, es posible realizar experimentos numéricos en
situaciones esencialmente imposibles para los experimentos fisicos. Por supuesto, hay muchos
flujos cuya complicacién excede todavia la capacidad de los ordenadores més potentes, y
en algunos de ellos el experimento fisico sigue siendo aun imprescindible para esclarecer el
problema.

Como ocurre con los métodos experimentales, a pesar de que los métodos numéricos
constituyen cada vez mas una de las herramientas méas ttiles para resolver problemas
fluidomecanicos, es dificil incluirlos en un apretado programa de un curso introductorio a
la Mecénica de Fluidos aplicada a la Ingenieria. Por ello estos métodos se suelen dejar para
un curso mas avanzado de Mecanica de Fluidos.
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CAPITULO 10

Analisis dimensional y semejanza fisica

10.1. Introduccion

El analisis dimensional es importante por dos motivos principales. Por un lado permite
conocer el minimo nimero de variables que gobierna un determinado problema, reduciendo
las variables fisicas originales a un conjunto menor de parametros adimensionales. De esta
forma racionaliza la experimentacion, ya que establece cuales son los parametros realmente
relevantes en un determinado proceso. Por ejemplo, en el experimento de Reynolds que se
describi en la seccién 9.4 (ver también practica de laboratorio descrita més adelante), aunque
la transicién de flujo laminar a turbulento viene en principio gobernada por las propiedades
del liquido, p y p, por el didmetro del conducto, D, y por el caudal (o velocidad media U),
el analisis dimensional nos dice que el proceso no esta gobernado por cada una de estas
variables por separado, sino por una combinacién adimensional de ellas, pDU/u (el nimero
de Reynolds), y que es, por tanto, el pardmetro que debemos controlar experimentalmente.
Esta minimizacion de las variables también permite establecer de una forma precisa cuales son
las condiciones que se deben cumplir para que exista semejanza fisica entre dos problemas:
no hay mas que exigir que las variables adimensionales sean iguales. En el ejemplo anterior,
para que dos flujos sean fisicamente semejantes no hace falta que sean iguales todos los
pardmetros fisicos, p, i, D y U (lo cual exigiria que los flujos fuesen idénticos), sino que es
suficiente con que el nimero de Reynolds sea el mismo. El otro motivo por el cual el anélisis
dimensional es importante es que permite conocer con precision cuando una determinada
variable es relevante o no en un problema, ya que las nuevas variables son puros nimeros
adimensionales; basta averiguar si alguno de esos niimeros es siempre muy pequeno, o muy
grande, o aproximadamente constante, para que esa variable no influya, practicamente, en el
proceso.

El analisis dimensional esta basado simplemente en que las leyes fisicas, que relacionan
magnitudes cuyos valores dependen del sistema de unidades utilizado, son independientes
de las dimensiones usadas. Si estas leyes son conocidas explicitamente, como ocurre con
las ecuaciones de Navier-Stokes en la Mecéanica de Fluidos, una forma de aplicar el anélisis
dimensional consiste en adimensionalizar las ecuaciones, es decir, en escribirlas en términos de
variables sin dimensiones, lo cual proporciona el conjunto de pardmetros adimensionales que
gobierna el proceso, cuyo nimero es siempre menor que el de los pardmetros dimensionales
originales. Pero el andlisis dimensional se puede aplicar incluso si no se conocen las leyes
explicitamente (por ejemplo, cuando lo que queremos es, precisamente, hallar esas leyes
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experimentalmente), si se conocen las magnitudes fisicas que pueden influir en el proceso
considerado. Antes de pasar a formular la teoria general del analisis dimensional basada en
el Teorema II de Buckingham (seccién [10.4)), vamos a adimensionalizar las ecuaciones de
Navier-Stokes para conocer cuales son los parametros adimensionales mas importantes que
aparecen en la Mecénica de Fluidos, algunos de los cuales ya han sido introducidos en las
lecciones anteriores.

10.2. Parametros adimensionales de la Mecanica de Fluidos

Para adimensionalizar las ecuaciones de Navier-Stokes (9.1)-(9.5)) definimos las siguientes
variables:

tr=t/t,, T =7T/L,, T =0U/V,, P =p[Pos P =p/por W = /o,
e = [/ o, f;; = fm/go, T =T|T,, K*'=K/K, ¢ =c/Cp. (10.1)

Las variables con asterisco son adimensionales y las magnitudes con subindice cero son
valores caracteristicos, o tipicos, de las respectivas magnitudes en el problema que estemos
considerando, de forma que las variables adimensionales son de orden unidad (para las fuerzas
maéasicas suponemos que éstas son solo gravitatorias, y g, es la aceleracion de la gravedad a
nivel del mar). Introduciendo estas nuevas variables en las ecuaciones (9.1))-(9.5)), se obtiene

pOap* pO‘/:) * * %\
Lo + I V' (p*t™) =0, (10.2)

o * ok 0‘/0 *  =/* * [k
BTV = VY ST S g (10.3)

o

pOC’UOTO * ae* pO‘/;)C’UOT

O —nk . V* *
t, P ot* L, pY ‘
pO‘/O E wi /’LO‘/OZ * KOTO * E wiole aki
= —L—op V U+ Lg ) + L(Q) V . (K V T ), (104)

donde V* es el operador nabla en la variable * y se ha supuesto, por simplicidad, que no hay
aportes volumétricos de calor. Para que todos los términos que aparecen en las ecuaciones
sean adimensionales, hay que dividirlas por alguno de los factores dimensionales que
multiplican a las variables con asterisco. Para que aparezcan los parametros adimensionales
que normalmente se utilizan, dividimos por los factores que multiplican al segundo término
(término convectivo) de cada una de las ecuaciones, resultando:

L, 0p* .

(pT) = 10.
e TV T =0, (10.5)
Lo 817* Po Mo =/* Logo e
Vi, o TP ! V2t tovin T T vz o He8)
L, _Oe*

Vot,” Ot*
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pO * * — /“LO‘/O * KO
= _ V. oo x4 0
pocmTop v PoCvoloL, * PoCvoVoLo

V(KT (10.7)

Los parametros adimensionales que aparecen en cada término da una idea de la importancia
de ese término en relacién a los términos convectivos, que estan multiplicados por la unidad.
A continuaciéon se enumeran dichos parametros adimensionales y se comenta su significado
fisico.

Numero de Strouhal,

(10.8)

que aparece multiplicando a los términos que en cada ecuacion representa las variaciones
temporales. Este ntimero es el cociente entre el tiempo de residencia, L,/V,, y el tiempo
caracteristico t,, siendo una medida de la importancia de la variacion local frente a la variaciéon
por el movimiento del fluido. Si St < 1, los términos de variaciéon local son despreciables
frente a los términos convectivos, y el movimiento se denomina casi estacionario. Fisicamente,
si St < 1, el fluido recorre, con velocidad caracteristica V,, la longitud caracteristica del
problema L, en un tiempo (L,/V,) mucho menor que el tiempo caracteristico ¢, de variacién
de las magnitudes fluidas con el tiempo, por lo que el fluido no se entera de la variacién
temporal y el flujo se puede considerar estacionario. Por el contrario, si St > 1, la variacion
temporal es mucho més importante (méas rapida) que la asociada al movimiento del fluido, y
se pueden despreciar los términos convectivos de las ecuaciones.
Numero de Euler,

Eu= -2

= (10.9)

que representa la importancia relativa de las fuerzas de presién frente a la conveccion de
cantidad de movimiento o fuerzas de inercia. Este nimero esta relacionado con dos que ya
hemos definido con anterioridad, dependiendo que el fluido sea un gas (ideal) o un liquido
(incompresible). En el caso en que el fluido sea un gas ideal, se tiene

Do _1az_ 1

Fu=—=--2%=____
CTeVET AT

(10.10)
donde a, es la velocidad del sonido del gas, v es la relaciéon de calores especificos y M es
el nimero de Mach o cociente entre la velocidad del gas y la velocidad del sonido (ver
seccién , todo ello en las condiciones p,, p,. Asi, para un gas ideal, el nimero de Euler
esta relacionado con el inverso del cuadrado del nimero de Mach y, por tanto, nos da una
idea de la compresibilidad del gas en el flujo considerado. Si Fu > 1, al ser v siempre de
orden unidad, M? < 1y, como se discutié en la seccion [9.2] el flujo se puede considerar como
incompresible o solenoidal.

Para un liquido ideal (p = constante), el nimero de Euler esta relacionado con el niimero
de cavitacién Ca, definido también en la seccién [0.2] puesto que si p, > p,, Eu ~ Ca/2.
Por tanto, esta relacionado con la posibilidad de cavitaciéon del liquido: cuanto mas pequeno
sea Fu, mayor es la posibilidad de cavitacién, ya que la depresion dinamica originada por
el movimiento, del orden de p,V2, es mayor para una p, dada. Asi, pues, el nimero de
Euler esta relacionado, tanto para gases como para liquidos, con la compresibilidad del fluido
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(recuérdese que, en la mayoria de las situaciones, la tnica posibilidad para que un liquido
pueda ser compresible es que cavite; véase seccién [9.2)).
Niumero de Reynolds,

_pVelo _ Vol

o Vo
Es una medida de la importancia relativa de las fuerzas de inercia frente a las fuerzas viscosas.
Si Re < 1, el término convectivo puede despreciarse frente al viscoso en la ecuaciéon de
cantidad de movimiento, y al contrario, si Re > 1, el término viscoso es despreciable frente
al de inercia, teniéndose lo que se denomina un flujo ideal (en el limite formal Re — o). El
numero de Reynolds es el pardmetro adimensional méas importante de la Mecanica de Fluidos
por dos razones fundamentales: porque la divisiéon de los movimientos fluidos en flujos a altos
y bajos numeros de Reynolds, es decir, movimientos ideales y movimientos con viscosidad
dominante, ha sido histéricamente la division fundamental de la Mecénica de Fluidos, y es
la que utilizaremos en lo que sigue (véase seccién ; por otra parte, en ausencia de otras
fuerzas que no sean las de viscosidad, el nimero de Reynolds es el pardmetro que caracteriza
la formacién de inestabilidades y la transicion a la turbulencia, cuando su valor es mayor que
un cierto valor critico que depende del tipo de flujo.

Numero de Froude,

R (10.11)

2
Fr=_Yo (10.12)
GoLo
que mide la importancia relativa de las fuerzas de inercia frente a las gravitatorias. Si F'r > 1,
las fuerzas gravitatorias pueden despreciarse en el movimiento del fluido y, por el contrario, si
Fr < 1, son dominantes frente a la conveccion de cantidad de movimiento. Este parametro
es muy relevante en hidrdulica, en movimientos de liquidos con superficie libre como, por
ejemplo, en los flujos en canales abiertos. En los movimientos en conductos o confinados,
que constituyen la mayoria de los ejemplos que se consideraran en este curso introductorio
a la Mecanica de Fluidos aplicada a la Ingenieria Industrial, este parametro tiene escasa
importancia.
El pardmetro p,/p.c.T, representa la relacién entre el trabajo de compresién y la
conveccién de energia interna teniendo sentido, por tanto, inicamente en fluidos compresibles.
Para un gas ideal se puede escribir:

Po R,
P vy—1, (10.13)
por lo que es una propiedad del gas y no del tipo de movimiento.

El pardametro 1,V,/pocvoTs»L, es una medida de la importancia de la energia disipada
por viscosidad frente a la conveccion de energia interna. Para los liquidos este parametro
suele ser muy pequeno, por lo que la disipacion viscosa es generalmente despreciable. Por
ejemplo, para el agua a T, = 20°C (v, ~ 107 m? / s, ¢, =~ 4,18 x 10® J/kg K) se
tiene 1,Vo/ poCoololo >~ 8 X 107183571 x V,/L,, por lo que solo cuando las velocidades son
extremadamente altas o cuando las magnitudes fluidas varian en longitudes pequenisimas, la
disipacion viscosa cuenta en los movimientos de agua. Para ciertos liquidos como los aceites
o la glicerina, que tienen una viscosidad mucho mayor que la del agua (el aceite de oliva tiene
una viscosidad del orden de 100 veces la del agua, mientras que la viscosidad de la glicerina
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a temperatura ambiente es unas 2000 veces mayor que la del agua), las condiciones para
que la disipacion viscosa cuente no son tan extremas. Para los gases ideales, el parametro
toVo/ poCooToL, €s idéntico al parametro (a) si uno cambia ¢, por ¢, y esta, por tanto,
también relacionado con la influencia de la disipacion viscosa en la compresibilidad del fluido.
Haciendo uso de la ecuacién de estado del gas ideal y de las definiciones anteriores se puede
escribir

1o Vo M?
ool :’Y(’Y—l)ﬁ, (10.14)
que suele ser muy pequeno.
El niimero de Peclet,
0‘/OLO VO
Pe = % , (10.15)

representa la relacion entre la conveccion de energia interna y el calor transportado por
conduccién. En la practica se suele sustituir ¢, por ¢, en la definicién del nimero de Peclet,
teniéndose

O-‘/vOLO 0
Ppe =LY% _ pepy (10.16)
K,
donde
_ HMoCpo Vo
Pr= = — 10.17
" K, a,’ ( )

es el nimero de Prandtl. El nimero de Prandtl es una propiedad del fluido que representa
la importancia relativa que en ese fluido tienen dos fenémenos de transporte molecular: la
difusion viscosa o de cantidad de movimiento y la difusién de calor o energia. Para los
gases el nimero de Prandtl es de orden unidad, lo cual es debido a que en los gases ambos
transportes se realizan por colisiones moleculares, que son practicamente igual de efectivas
para intercambiar cantidad de movimiento y energia entre las moléculas. Por tanto, el niimero
de Peclet para los gases es del mismo orden que el nimero de Reynolds, y si las fuerzas
viscosas son despreciables en la ecuacién de cantidad de movimiento (Re > 1), también lo
es la conduccién de calor en la ecuacién de la energia (y viceversa, si las fuerzas viscosas
son dominantes, también lo es la conduccién de calor). Asi, la condicién Re > 1 implica
viscosidad y conduccion de calor despreciables en el movimiento, lo que normalmente se
entiende por un movimiento o flujo ideal (ver leccién [14)).

En los liquidos el nimero de Prandtl tiene un rango de variacion muy amplio. Liquidos
comunes como el agua, el alcohol etilico, etc., tienen un ntiimero de Prandtl de orden unidad,!
por lo que se puede aplicar lo dicho anteriormente para los gases. Liquidos como los aceites son
mas efectivos transportando cantidad de movimiento que calor, es decir, tienen un ntimero de
Prandtl alto (Pr ~ 117 para el aceite de oliva a 15°C), de forma que si el nimero de Reynolds
es alto, el nimero de Peclet lo es mucho mas, y la condicion Re > 1 sigue caracterizando a
los flujos ideales. Por el contrario, si Re < 1, pero no excesivamente pequeno, puede ocurrir
que las fuerzas viscosas sean dominantes en la ecuacion de cantidad de movimiento sin que
lo sea la conduccion de calor en la ecuacion de la energia. Lo opuesto a esta situacion ocurre

'En realidad son més bien del orden de la decena; asi, a 20°C, Pr ~ 7 para el agua y Pr ~ 15 para el etanol.
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en los metales liquidos, caracterizados por un nimero de Prandtl muy pequeno al ser mucho
mas efectiva la conduccién de calor que el transporte molecular de cantidad de movimiento.
En estos liquidos, la condicién Re > 1 generalmente no implica que la conduccién de calor
sea despreciable.

Ademas de los nimeros adimensionales definidos hasta ahora, que son los més comunes,
en algunos problemas aparecen otros asociados a fenémenos fisicos que no se han incluido
en la descripcién anterior como, por ejemplo, la tension superficial, fuerzas originadas por
un sistema de referencia no inercial, fuerzas masicas aparte de las gravitatorias, fuerzas de
flotabilidad asociada a diferencias de temperaturas, etc. Estos parametros adimensionales
no se veran en este curso introductorio a la Mecanica de Fluidos, pero se pueden derivar
facilmente sin mas que adimensionalizar las ecuaciones correspondientes.

En el Cuadro [I0.1] se resumen los pardmetros adimensionales méas relevantes. Antes de
abordar cualquier problema fluidodindmico concreto es muy importante tener una idea del
orden de magnitud de cada uno de estos pardmetros adimensionales para poder tener una
idea previa de la naturaleza del movimiento y simplificar el problema convenientemente,
si es posible, como se verd a continuacién. En particular, en la mayoria de los problemas
ingenieriles, es imprescindible tener un conocimiento de los nimeros de Reynolds y de Mach
antes de abordarlos.

Cuadro 10.1: Numeros adimensionales mds comunes en Mecédnica de Fluidos

Ntmero Simbolo Significado fisico Observaciones
adimensional | y definicién
_ L, Tiempo de residencia R .. . . N
Strouhal St = Vi Trempo caracieristico St < 1: Movimiento casi-estacionario
Re > 1: Movimiento ideal
Reynolds Re =2 OZ"LU ?jgfj;j;’;gg;@“ Re <« 1: Movimiento reptante
o
Caracteriza transicién a la turbulencia
Mach M=2e Vel pdnd et v M? < 1: Movimiento incompresible
(o}
2 . .
Froude Fr= gV}ZJ Ff ;ﬁﬁ“gi‘ii}’;};{;ﬁfas Fr > 1: Fuerzas gravitatorias despreciables
(o] o
Gases y liquidos comunes: Pr = O(1)
Difusion vi icci ;o
Prandtl Pr=1te i fusion viscosa friccion) Metales liquidos: Pr < 1
Aceites, glicerina, ... : Pr>1
Peclet Pe = Re Pr Congifézzlizzrggié?jfm“ Pe > 1: Conduccién de calor despreciable

10.3. Semejanza fisica

Para que dos problemas fluidomecanicos sean fisicamente semejantes no es necesario
que sean idénticos, sino que es suficiente con que todos los parametros adimensionales que
aparecen en las ecuaciones de Navier-Stokes que los gobiernan, asi como los que aparecen en
las condiciones de contorno, sean iguales. Esto es debido a que, si se cumple esa igualdad,
la solucién adimensional del problema es la misma en ambos. La solucion fisica para cada
problema se obtiene sin més que deshacer los cambios de variables utilizando las magnitudes
caracteristicas de cada problema.
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Una de las consecuencias practicas mas importantes de la semejanza fisica es que permite
hacer experimentacién con modelos de una forma rigurosa, extrapolandose sin ambigiiedad los
resultados al problema real. Asi, por ejemplo, para estudiar las corrientes que crearfan una
nueva instalacién portuaria, no haria falta hacer la instalacion real y comprobar después,
sino que se puede hacer un modelo a escala (la igualdad de las condiciones de contorno
adimensionales exige la semejanza geométrica entre el modelo y el problema real) y
experimentar sobre él teniendo en cuenta que los parametros adimensionales sean los mismos
(no haria falta utilizar el mismo fluido, agua salada, sino solamente exigir que los niimeros
de Re, Fr, etc., fuesen los mismos; es mas, la igualdad de estos niimeros exige casi siempre
que el fluido en el modelo tenga propiedades fisicas distintas que en la realidad).

Uno de los problemas que se suele encontrar al aplicar la semejanza fisica a la
experimentacion con modelos es que, en la mayoria de los casos, no es posible exigir que
todos los parametros adimensionales sean iguales. Pero el andlisis dimensional también nos
da informacién sobre qué parametros adimensionales son los mas relevantes en el problema
considerado, por los que podemos descartar algunos de ellos y hacer una semejanza fisica
parcial, es decir, exigir que solo algunos parametros adimensionales (los més relevantes en
el problema dado) sean iguales en el modelo y en el problema real. El andlisis dimensional
también nos da informacién sobre el orden de magnitud de los errores cometidos con esta
aproximacion, puesto que sabemos los valores tipicos de los parametros adimensionales
descartados (estos pardmetros pueden no tenerse en cuenta porque, o bien son muy pequenos,
con lo que el error cometido seria del orden de ellos mismos; o bien son muy grandes, siendo
el error del orden del inverso de su valor, o, finalmente, son aproximadamente constantes,
con lo que el error es del orden de las fluctuaciones alrededor de esas constantes).

10.4. Teorema II de Buckingham

La reduccién de las variables fisicas de las cuales depende un determinado proceso fisico
mediante el uso de variables adimensionales se puede demostrar de una forma general,
independientemente de las relaciones o leyes que gobiernan el proceso, basandose en la
homogeneidad o invariancia de dichas leyes en relacion al sistema dimensional de unidades
utilizado. En otras palabras, todos los términos de una determinada ley fisica deben de
ser dimensionalmente homogéneos, hecho que se ha utilizado para adimensionalizar las
ecuaciones de Navier-Stokes en la seccion El siguiente teorema, tradicionalmente
denominado Teorema II, se debe a Buckingham (1914).

Considérese un problema fisico gobernado por n + 1 variables fisicas, a,, a1, ..., a,, y que
satisfacen una cierta relacién:

a, = f(ay,as,...,a,), (10.18)

la cual puede ser conocida tedricamente, o desconocida en principio, pero que se quiere
determinar mediante una serie de experimentos. El valor numérico de cada cantidad fisica
(dimensional) a; depende del sistema de unidades de medida que se utilice. Supongamos
que existen £ < n + 1 dimensiones independientes, es decir, de las n + 1 variables a; hay k
que son dimensionalmente independientes. Por ejemplo, en un problema puramente mecanico
hay tres dimensiones independientes, que pueden ser una masa, una longitud y un tiempo, o
cualquier combinacion entre ellas; si el problema es termodinamico, hay que anadir una mas,
por ejemplo, una temperatura, etc. El Teorema II establece que el nimero de variables de
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que depende el problema puede reducirse a n + 1 — k si se utilizan variables adimensionales
convenientemente elegidas.

En efecto. Supongamos que las variables dimensionalmente independientes son
ai,as, ..., ar. Esto quiere decir que las dimensiones de las restantes variables se pueden
expresar como producto de las dimensiones de aj,as,...,a; (las cuales se designan por
la1], [ag], ..., [ax]) elevadas a ciertas potencias:

[ao] = [a1]™ [ag)?2 - - - [ag]™* |
[a41] = [ar]+ [ag)*+12 - [ay)Pe40n
[an] = la1]"[ap]"2 - - - [az]""

donde los b; ; son nidmeros racionales. Si definimos las variables adimensionales

Ty = ao/(al{‘)’lag‘” . azo”“) ’
Th+1 = Clk—&-l/(GlikH’lagk“’Q . aZkH,k) ’
T = an /(@ @ - a")

la relacion fisica ((10.18]) puede escribirse como

b, b b b b b
_ f[ah ag, ..., A, (7T/€+1a1k+1’1a2k+1’2 C akk+17k)> R (7T-na1n71a2n’2 U aknyk)] 10.19
To = bo,1 _bo,2 bo, k ’ ( ' )
(11 ’ CL2 BRI a/k ’
es decir,
7TO:g(a17a27"'7ak77rk+17‘”77rn)' (1020)

Como la ecuacion tiene que ser dimensionalmente homogenea, no puede depender de
a1, a2, ..., Ak,

To = G(Tht1y ey Tn) s (10.21)

con lo que queda demostrado el teorema.

Si la relacién se quiere obtener experimentalmente, esté claro que la minimizacion
del nimero de variables es esencial, pues reduce considerablemente el nimero de experimentos
arealizar. En el caso muy particular en que n = k, solo queda un parametro adimensional, por
ejemplo 7,, que se determina jcon un unico experimento! Por otra parte, como se comento en
la seccién anterior, el uso de parametros adimensionales permite establecer de una forma
rigurosa las condiciones minimas que se deben verificar para que exista semejanza fisica,
total o parcial, entre dos problemas fisicos y, asi, el uso experimental de modelos.
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Ejercicios de analisis dimensional

Ejemplo resuelto: Alcance de un proyectil

Supongamos que queremos averiguar experimentalmente cual es el alcance X de un
proyectil de masa m (ver ﬁgura. Primeramente consideraremos el problema sin tener en
cuenta la resistencia aerodinamica; es decir, el problema puramente mecanico de una masa
puntual (ya se dijo que el analisis dimensional se puede aplicar a cualquier problema fisico, no
necesariamente fluidomecénico). La resistencia del aire en un proyectil finito se considerara a
continuacion.

El proyectil es lanzado con una velocidad V' y un angulo de inclinacién a. Esta claro que
X es una funcién de «, V,m y la aceleracion de la gravedad g:

X =X(a,m,V,g). (10.22)

Como es un problema mecanico, de acuerdo con el Teorema II, el nimero de variables se puede
reducir a 5—3 = 2. Para ello tomamos como variables dimensionalmente independientes m, V'
y g, cuyas dimensiones son:

[m] =[M],  [VI=I[L][f]™", [g] = [L][t]", (10.23)

donde [M], [L] y [t] representan las dimensiones de masa, longitud y tiempo, respectivamente.
Al ser el angulo a adimensional, la inica variable que debemos adimensionalizar es X . Para
ello buscamos una combinacién apropiada de m,V y g¢:

[(X] =[L] = [m]" V][9] (10.24)
Claramente, 8 =0,v=2y § = —1, por lo que el parametro adimensional asociado a X es:
Xg
El teorema II nos dice que
. = f(a), (10.26)
es decir,

V2
X =—f(a), (10.27)

g

donde f es una funcién (desconocida a priori) de . Asi, el problema se reduce a hacer una
sola serie de experimentos variando tnicamente «, sin tener siquiera que variar V', m, ni,
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Figura 10.1: Alcance de un proyectil teniendo en cuenta la resistencia aerodindmica.

por supuesto g, ya que la dependencia con estas variables es conocida (en particular, X no
depende de la masa).

Por supuesto, la funcién f(«) en este problema tan sencillo se puede conocer sin hacer
ninglin experimento, puesto que las ecuaciones que describen el fenémeno son muy sencillas:

d*z d*z
t=0, z=2=0, dz/dt=Vcosa, dz/dt=Vsina, (10.29)
cuya solucién es ¥ = V cos at, z = —gt?/2+V sin at; es decir, el proyectil describe la pardbola
z = z[tan o — 2gx/(V? cos? a)], que proporciona
V2
X = —sin2a, (10.30)
Y
o f(a) = sin2a. Pero si no conociésemos este resultado, el anélisis dimensional nos ha

proporcionado la variable, en este caso unica, sobre la que tenemos que dirigir nuestros
esfuerzos experimentales.
Alcance de un proyectil teniendo en cuenta la resistencia aerodinamica

Si quisiéramos obtener el alcance X tedricamente, habria que resolver las ecuaciones si-
guientes:

AT em

t=0, Zen=0, d¥.,/dt=(Vcosa,0,Vsina), (10.32)
X = .Tcm(t = tF) s Z(tF) =0 3 (1033)

donde 7, es la posicién del centro de masa del proyectil y qu es la fuerza de resistencia que
ejerce el aire sobre el proyectil. Para hallar esta fuerza hay que resolver las ecuaciones de
Navier-Stokes que describen el movimiento del aire alrededor del proyectil. Suponiendo que
el flujo del aire es practicamente incompresible (M? < 1 y T ~ constante), se tiene

V.7=0, (10.34)

—

0v

Par T pv - Vi = —Vp+ uV?7 + pg, (10.35)
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=0 sobre S(¥)=0, p—p, vy U=—dZy,/dt para |T]— o0, (10.36)

donde S(Z¥) = 0 es el contorno del proyectil, situado en el origen de coordenadas y
caracterizado, por ejemplo, por dos parametros, longitud L y grosor c. Lejos del proyectil
(|7] — o00), la velocidad del aire es, respecto a unos ejes que se mueven con el centro de
masa del proyectil, —d¥,,,/dt, y la presion es la atmosférica, p,. Una vez que se han obtenido
U(Z,t) y p(@,t) alrededor del proyectil, la fuerza de resistencia se calcula mediante

F = / (pit =7 - 7i)ds = / [(p — pa)ii — 7 - #i)ds . (10.37)
S(&)=0 S(&)=0

Evidentemente, este problema es muy complejo, al menos asi planteado de forma
general. El andlisis dimensional nos permite obtener el nimero minimo de pardmetros
adimensionales que lo gobierna, simplificando la experimentacién. Por otra parte, este
analisis nos permitird establecer con precisiéon qué condiciones se deben verificar para que los
resultados del ejemplo anterior sean aproximadamente validos, es decir, para que la resistencia
del aire no cuente.

Para proceder de una forma més pedagdgica (aunque no mas simple), vamos a suponer

primero que estuviésemos interesados solamente en calcular la fuerza de resistencia F,.. De

las ecuaciones ((10.34)-(10.37)), esta fuerza depende de las siguientes magnitudes:

F.=F.(p,p,g,LUt.c,B), (10.38)

donde el valor de dZ,,,/dt se ha sustituido por dos parametros, su médulo U y el dngulo 5 que
forma con el eje del proyectil. La dependencia de la fuerza de resistencia con el tiempo proviene
de que tanto U como [ dependen del tiempo [con condiciones iniciales U(t = 0) = =V y
p(t = 0) = a]. La presién atmosférica p, no aparece puesto que es una presién uniforme que
logicamente no afecta a E, [si uno hace el cambio p’ = p — p, en —, desaparece
el parametro p, del problema].

Si aplicamos el Teorema II a la expresién anterior, los parametros adimensionales que
aparecen (aparte de los que provienen de las condiciones de contorno) deben de estar
relacionados con algunos de los definidos en la seccién ya que estos provenian de
adimensionalizar las ecuaciones del movimiento. En particular, si elegimos p, U y L como
magnitudes dimensionalmente independientes, se tiene

E, - pn gL tU c
_ J= =z = 10.
es decir,
E. = pU?L?f(Re, Fr,St,c/L, ). (10.40)

Esta dependencia se puede simplificar bastante mas en la mayoria de las situaciones. Para
empezar, el nimero de Strouhal suele ser muy pequetio, ya que el tiempo que tarda el aire en
pasar por el proyectil, U/ L, suele ser mucho menor que el tiempo caracteristico de variacién de
las condiciones de contorno [U(t) y 5(t)], que es del orden del tiempo de vuelo del proyectil, tp;
es decir St = (L/U)/tr < 1. Por ejemplo, supongamos que la velocidad tipica del proyectil
es 100 m/s y su longitud 10 cm; el tiempo de residencia serfa del orden de 1072 s, que,
evidentemente es mucho menor que el tiempo de vuelo del proyectil, y el problema se puede
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considerar casi estacionario. Por otro lado, el niimero de Froude, Fr = U?/gL, suele ser muy
grande: con los valores anteriores para U y L resulta Fr = 10% Esto quiere decir que la
gravedad tiene muy poca influencia en el movimiento del aire alrededor del proyectil, lo cual
es 16gico debido a su pequeno tamano [por supuesto, la gravedad si influye en el movimiento
del proyectil, pero no a través de ﬁr, sino actuando sobre la masa del proyectil segun la
ecuacion }; para que las fuerzas gravitatorias fuesen importantes en el movimiento del
aire alrededor del proyectil, el tamano de este deberfa ser del orden de L ~ U?/g (~ 1000 m
si U = 100 m/s). Por tultimo, en cuanto al nimero de Reynolds, su valor suele ser muy alto:
tomando v =~ 107® m?/s (aire a temperatura ambiente), Re = UL/v ~ 10°. Por tanto, en
este problema,

E. ~ pU*L*f(c/L,B), (10.41)
puesto que al ser St, F'r y Re o bien muy grandes, o bien muy pequenos, su influencia
en el problema es despreciable [en otras palabras, desarrollamos la funcién f en potencias
de Re™' < 1, Fr/! < 1y St < 1, y nos quedamos con el orden mds bajo]. La
fuerza de resistencia es pues, en estas condiciones, cuadratica con la velocidad, siendo la
constante de proporcionalidad pL? multiplicado por una cierta funcién que sélo depende de
las caracteristicas geométricas del problema, que se puede determinar experimentalmente.
Obsérvese que la dependencia temporal ha desaparecido de forma explicita, aunque aparece
a través de U(t) y B(t) (por ello se denomina casi estacionario; en las ecuaciones desaparece
el término OU/0t, pero el tiempo sigue apareciendo en las condiciones de contorno).

Abordemos ahora el problema del alcance del proyectil X. Una vez simplificada la
expresion para F)., este problema se puede resolver analiticamente sin mas que sustituir
la expresién ((10.41]) (determinando previamente la funcién f para una forma de proyectil
dada mediante una serie de experimentos) en —. Sin embargo, continuando con

nuestro analisis dimensional, X depende de las siguientes magnitudes fisicas:

X =X(m,V,g,a,p,p,L,c). (10.42)

El tiempo no aparece explicitamente porque, aunque ﬁr dependa del tiempo, X es una
longitud que proviene de la integracién de imponiendo la condicién z = 0, la cual se
verifica en un tiempo tr que depende de las mismas variables que X. Por la misma razén no
aparecen U(t) ni f(t) [U(0) = =V y B(0) = « si que influyen en X]. Al aplicar el Teorema
IT a (10.42), en buena légica deberian aparecer los parametros que teniamos en el ejemplo
anterior més los que aparecieron al adimensionalizar la fuerza de resistencia. Sin embargo, la
eleccion de p, U y L como variables dimensionalmente independientes, aunque es apropiada
para adimensionalizar F)., ya que éstas son las magnitudes que caracterizan el movimiento
del aire alrededor del proyectil, no es muy afortunada para adimensionalizar puesto
que los pardmetros adimensionales resultantes serfan o muy pequefios o muy grandes (por
ejemplo, X/L es muy grande), y no serfan relevantes en el movimiento global del proyectil.
Por ello utilizamos m, g y V' como magnitudes dimensionalmente independientes, como se
hizo en el ejemplo anterior, eleccion que nos permitira, ademas, averiguar mas facilmente las
condiciones para que la aproximacion de resistencia nula hecha en el ejemplo anterior sea
valida. Aplicando el Teorema II se tiene:
6 3
Xg (a ASy A Cg) (10.43)

Ve I\ g g v
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Claramente, Lg/V? y cg/V? son siempre muy pequenos, puesto que X ~ V?/gy X > L,
X > ¢ Por otro lado, pV%/mg3, cuyo inverso nos da una idea de la influencia de la
gravedad en la fuerza de resistencia, es siempre muy grande (por las razones que se discutieron
anteriormente): si el proyectil pesa 1 kg y se mueve en aire con V = 100 m/s, pV'%/mg3 = 10°,
que es gigantescamente grande. Por tanto, la expresién anterior queda

=~ f( “‘;3) : (10.44)

donde solo aparece un parametro adicional en relacion a , uV3/mg3, que mide la
influencia de la viscosidad en la resistencia del aire sobre el proyectil. Por tanto, para que
la resistencia aerodindmica sea despreciable y el resultado del ejemplo anterior sea (aproxi-
madamente) valido se debe cumplir que uV?/mg* < 1. Para los valores numéricos dados
anteriormente (junto con p >~ 107° kg /m s), se tiene uV?3/mg? ~ 0,1, que no es excesivamente
pequeno [con estos valores numéricos los errores de son pues alrededor del diez por
ciento; si hubiésemos tomado m = 0,1 kg, los errores serian del orden del propio valor de la
medida de X].

Resumiendo, de este par de ejemplos podemos sacar las conclusiones siguientes: (a) El
analisis dimensional permite reducir de una manera eficiente el nimero de magnitudes fisicas
de las que depende un problema fisico [compare las ecuaciones ((10.42)) y (10.44]), donde se
ha reducido de 8 variables de las que dependia X a solo dos de las que realmente depende
X g/V?]. Esta reduccidn es particularmente importante a la hora de realizar experimentos. (b)
El andlisis dimensional permite conocer con rigor cuando una determinada magnitud fisica
no tiene influencia apreciable en un problema, y estimar el orden de magnitud del error que se
comete al despreciar la influencia de esa magnitud. (c) Aunque la aplicacién del Teorema II,
o la adimensionalizacién directa de las ecuaciones, sigue un procedimiento estandar, la buena
eleccion de las magnitudes con las cuales se adimensionaliza (magnitudes dimensionalmente
independientes) es fundamental para obtener resultados éptimos, y aqui es importante algin
conocimiento fisico previo del problema por parte de quien lo resuelve.

Problemas propuestos

La mayoria de los ejercicios que se enuncian a continuacién seran resueltos en clases de
problemas. El resto se recomiendan como ejercicios para realizar en casa. Algunos de ellos
estan resueltos en FERNANDEZ FERIA, DEL PINO PENAS y ORTEGA CASANOVA
(2010).

1. Utilizando el analisis dimensional demostrar que la fuerza sobre una esfera soélida en
ausencia de gravedad que se mueve con velocidad constante V' a través de un liquido
es (una vez adimensionalizada) funcién solo del nimero de Reynolds. En la figura[10.2)
se representa esta funcién Cp(Re), donde el coeficiente de resistencia Cp es igual a
Fy/(pV?mD?/8), siendo Fy la fuerza de resistencia y D el didmetro de la esfera. La
curva solida (i) estd determinada experimentalmente, la cual presenta discrepancias
segtin los autores alrededor de Re ~ 10, donde la resistencia cae abruptamente debido
a la transicién de capa limite laminar a turbulenta; las curvas (ii) y (iii) representan
valores extremos experimentales de la resistencia. La curva a trazos es el limite de
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Stokes para numeros de Reynolds bajos, Cp = 24/Re (ver leccién [14]), mientras
que la curva con puntos y rayas es la correccion de Oseen a la férmula de Stokes,
Cp = (24/Re)(1 4+ 3Re/16). Estas leyes tedricas son aproximadamente validas hasta
Re ~ 1. Para 1 < Re < 103, aproximadamente, se puede usar la correlacién (empirica)
Cp ~ 18,5/Re*"; para 10° < Re < 2 x 10°, aproximadamente, Cp es practicamente
constante, Cp ~ 0,44 (comentar este resultado). Para Re ~ 2 x 10° tiene lugar la caida
de la resistencia mencionada antes.
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Figura 10.2: Coeficiente de resistencia Cp de una esfera en funcién del niimero de Reynolds (R en la figura) obtenido
experimentalmente (figura tomada de ROSENHEAD, 1988, capitulo II).

Ver qué nuevos parametros adimensionales aparecerian en el problema ademés del
numero de Reynolds si: (a) el fluido exterior es un gas (suponer que la esfera tiene
una temperatura constante 7,); (b) la velocidad de la esfera no es constante (suponer,
por ejemplo, que varfa sinusoidalmente con el tiempo); (c) la esfera, ademds de moverse
rectilineamente, gira con velocidad angular €2 constante alrededor de algin eje que pasa
por su centro, y (d) la gravedad es importante (averiguar las condiciones para que esto
ocurra).

2. Un caudalimetro de bola (también llamado rotdmetro) es un aparato que determina el
caudal () que circula por una instalacion mediante la medicién de la posicion final X
a la que queda suspendida una bola, de didmetro d y densidad pg, en el interior de un
tubo troncoconico vertical de diametro caracteristico D por el que circula desde abajo el
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liquido (la bola permanece en equilibrio en la posicién X cuando la fuerza de resistencia
que ejerce el liquido sobre ella para el caudal dado se hace igual al peso neto de la bola).
Mediante analisis dimensional halle la relacién funcional mas simple posible entre X y
Q. ;Cémo se simplificarfa esa relaciéon cuando el nimero de Reynolds (basado en d o
en D, ambos didmetros son del mismo orden) es muy pequeno y la densidad de la bola
es mucho mayor que la del fluido? Desprecien también el efecto de la gravedad en este
ultimo caso. Justificar la hipdtesis empleada.

Figura 10.3: Esquema del caudalimetro y los parametros de los que depende X

3. Un barco de masa total M tiene definida su geometria mediante una tunica longitud
caracteristica L. El barco se desplaza por la superficie del agua a velocidad constante
V. Se pide:

(a)

(b)

Utilizar el analisis dimensional para determinar el nimero minimo de pardametros
adimensionales de que depende la resistencia al avance, R, del barco, asi como la
superficie S mojada por el agua.

Mostrar que no es posible la semejanza fisica completa cuando se quiere simular
el fenémeno en un modelo a escala reducida utilizando agua en el experimento.
Indicar como se procederia teniendo en cuenta que la corriente a grandes niimeros
de Reynolds se hace poco dependiente de la viscosidad.

Se pretende construir un barco de longitud caracteristica 50 m, de 1000 toneladas
de masa y velocidad de crucero de 10 m/s. Para conocer la resistencia al avance
y la potencia de los motores de este barco, se ensaya con un modelo de longitud
caracteristica 5 m, que consume una potencia de 1 CV ;Cuél ha de ser la masa del
modelo y su velocidad para que los resultados del ensayo sean aplicables al barco
real? Calcular la potencia necesaria del barco real.

4. Para disenar la hélice de un barco se planea experimentar con modelos geométricamente
semejantes a escala y utilizar el andalisis dimensional y la semejanza fisica para extrapolar
los resultados del modelo a la hélice real. En concreto se pide:
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a) Relacién funcional mas simple posible que proporcione el empuje de la hélice en
funcién de la velocidad de avance, la velocidad angular de giro y demés magnitudes
que intervienen en el problema.

b) Suponiendo que los experimentos con el modelo se hacen utilizando el mismo fluido
(agua de mar) que en el problema real, compruebe que no es posible la semejanza
fisica total. Justifique una semejanza fisica parcial.

¢) Utilizando la semejanza fisica parcial del apartado anterior, y suponiendo que el
diametro del modelo de hélice es la mitad del de la hélice real, obtengan:

1) Velocidad de avance y velocidad angular de giro que hay que utilizar en los
experimentos con el modelo en funcién de los respectivos valores en el problema
real.

2) Empuje de la hélice en el problema real en funcién del empuje medido
experimentalmente con el modelo de hélice.

5. Obtener mediante andlisis dimensional la dependencia funcional de la pérdida de carga

por unidad de longitud, p, = Ap/L, en un tubo recto, horizontal, de seccién circular y
didmetro D, cuyas paredes son rugosas con altura media de las rugosidades h, por el
que circula, en corriente completamente desarrollada, un caudal () de liquido.

Simplificar la relacién cuando el movimiento en el tubo es laminar. (Téngase en cuenta
la linealidad de la ecuacién que gobierna el movimiento laminar de liquidos en conductos
para simplificar ain mas la relacién obtenida.)

Con las simplificaciones citadas se hace un experimento con agua (1 = 1073 kg/m s)
en un tubo de 1 cm de didmetro por el que circula un caudal @@ = 30 litros /hora,
obteniéndose p; = 34 kg/s? m?. ;Cuél serfa el valor de p; en funcién de @) para un tubo
de 2 cm por el que circula un liquido de viscosidad p = 1072 kg/m s? ;Hasta qué valores
de @ serfa vélida dicha funcién si v = 1072 ¢cm?/ s?

. Utilizar el analisis dimensional para encontrar la dependencia funcional més simplificada

posible del salto de presiones Ap a través de un rotor de una bomba centrifuga de
didmetro D y de la potencia consumida por la misma W, cuando girando con una
velocidad angular €2 bombea un caudal () de un liquido de densidad p y viscosidad .

Suponiendo despreciable la influencia de la fricciéon viscosa, las expresiones
adimensionales anteriores se suelen utilizar para calcular las curvas caracteristicas
Ap = f(Q) y W = W(Q) de una bomba girando a diferentes velocidades conocidas
las curvas para una velocidad dada, y las de una serie de bombas geométricamente
semejantes girando a la misma velocidad, conocidas las curvas para una determinada
bomba con un cierto didmetro. Dé un procedimiento grafico para dibujar dichas curvas.

Un depésito que contiene un liquido de densidad p y viscosidad g a una presion p, + Ap
descarga en otro que contiene el mismo liquido a presién p, a través de un orificio de
seccion A practicado en la pared comin a ambos depdsitos. Obtener mediante andlisis
dimensional la dependencia funcional mas simple posible del caudal () de liquido que
pasa del primer depdsito al segundo. Simplifiquen esta expresion en el supuesto de
que los efectos de la viscosidad sean despreciables en el caudal. En este ultimo limite,
jcuanto aumentaria el caudal si la difierencia de presion Ap se duplicara?
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8. Una burbuja de aire (densidad p,) y radio R (tamano caracteristico en el caso de que no
sea esférica) asciende por accién de las fuerzas de flotabilidad (es decir, por gravedad) en
el seno de un liquido de densidad p y viscosidad p. Hallar mediante andlisis dimensional
la expresion funcional mas simple posible para la velocidad ascensional V.

a) Simplifique la expresién anterior en los limites p,/p < 1 y fuerzas viscosas
despreciables. ; Cémo seria en este limite el cociente de las velocidades ascensionales
de dos burbujas 1 y 2 cuyos tamanos satisfacen Ry/Ry = 47

b) Simplifique la expresién funcional para V' también en el limite p,/p < 1, pero
ahora suponiendo que las fuerzas viscosas son dominantes en el movimiento de la
burbuja. ;Cémo seria en este limite el cociente de las velocidades ascensionales de
dos burbujas 1 y 2 cuyos tamanos satisfacen R;/Rs = 4, suponiendo que el liquido
es el mismo?

9. La velocidad de propagacién ¢ de las ondas en la superficie libre de un liquido (por
ejemplo, ondas en la superficie del agua de un estanque) depende de su longitud de
onda A, de la profundidad H del liquido, de la gravedad ¢ y de las propiedades fisicas
del liquido (la densidad del aire no se tiene en cuenta al ser mucho menor que la del
agua), incluyendo la tensién superficial o en la interfaz liquido-aire.? Haciendo uso del
analisis dimensional, se pide:

Figura 10.4: Propagacién de una onda en la superficie libre de un liquido.

a) Relacién més simple posible que proporciona ¢ en funcién de las magnitudes que
intervienen en el problema. Trate de identificar con nombre propio los pardmetros
adimensionales que aparecen.?

b) Simplifique la relacién anterior en el supuesto de que las fuerzas viscosas sean
despreciables en el movimiento de las ondas. Justifique esta simplificacion dando la
condicién que tiene que cumplir A para que la suposicion sea cierta. Como ejemplo,
supongan que el liquido es agua y den la condicién para A en metros (viscosidad
cinematica del agua v = u/p ~ 107° m?/s).

¢) Simplifiquen aun mas la relacién anterior en el supuesto de que la capa liquida sea
muy profunda (H > \).

2La tensién superficial tiene dimensiones de una fuerza por unidad de longitud.
3El pardmetro adimensional que mide la importancia relativa de las fuerzas gravitatorias frente a las fuerzas
asociadas a la tensién superficial se denomina nimero de Bond y se representa por B.



138 MECANICA DE FLUIDOS. R Fernéndez Feria y J. Ortega Casanova

d) Por ultimo, den el criterio que se tiene que cumplir para que las fuerzas de
tensién superficial sean despreciables y simplifiquen la relacion anterior en este
supuesto. Con esta ultima simplificacién, hayen la relacién entre las velocidades
de propagacion, c¢;/cy, para ondas cuyas longitudes de onda satisfacen A; /Ay = 4
(para el mismo valor de la gravedad g).



TEMA V:
Fluidostatica






CAPITULO 11

Fluidostatica

11.1. Ecuaciones generales

Las soluciones mds sencillas, en principio, de las ecuaciones de Navier-Stokes ((9.1))-(9.7)
son aquellas correspondientes a un fluido en reposo (7' = 0), o soluciones fluidostaticas. Si en
algin sistema de referencia (inercial o no) ' = 0, esas ecuaciones se reducen a:

dp
=0, (11.1)
p% _ V- (KVT) + Q. (11.3)
BZG(T,p), p:p(paT)7 K:K(T> (114)

La ecuacién de continuidad nos dice que, si el fluido esta en reposo, la densidad solo puede
ser funcion de la posicion. La ecuaciéon de cantidad de movimiento es un balance entre las
fuerzas de presion y las fuerzas masicas. Estas tltimas son, en ausencia de campos eléctricos o
magnéticos, suma de las fuerzas gravitatorias y de las fuerzas de inercia debidas al movimiento
del sistema de referencia en el caso de que este no sea inercial [ecuacion ([7.3))]:

e dﬁ — —
fm:gf—c?o—%/\f—()/\(ﬁ/\f), (11.5)

donde las fuerzas de Coriolis no aparecen debido a que v = 0. La ecuacién de la energia es
un balance entre la conduccion de calor, la variacién local de la energia interna y el calor
por radiacion, siendo similar a la ecuacion de la energia interna para un solido. Si ¢, y K
fuesen constantes y (), = 0, esta ecuacién seria la ecuacién de difusién . Por tltimo las
condiciones iniciales y de contorno deben ser compatibles con v = 0.

11.2. Condiciones de equilibrio

La ecuacion (|11.2)) establece que las fuerzas masicas por unidad de volumen, p f:m derivan
de un potencial, siendo este igual a —p. Por tanto, no toda fuerza masica es compatible con
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un fluido en reposo. La condicién que deben verificar estas fuerzas se obtienen sin mas que

tomar el rotacional de ((11.2)):

VA(pfm):pVAfm+VpAfm:0. (11.6)

Multiplicando escalarmente por fm, se tiene la condicion general para fm:

foo VA frn=0. (11.7)
Dado que VAVU = 0 para cualquier funcién escalar U, una condicion suficiente para que la
relacién ((11.7)) se satisfaga es que fr, derive de un potencial U, f:n = —VU. Conforméndonos
con esta ultima condicion suficiente y teniendo en cuenta las fuerzas méasicas , estas se
pueden escribir como —VU si la velocidad angular del sistema de referencia no depende del
tiempo, pues el término d€2/dt A & no se puede escribir como un gradiente, siendo el potencial
de fuerzas masicas .
U=—G-T+ad, - 7—(QNT)?/2.} (11.8)
Téngase en cuenta que la aceleracion d, podria ser una funciéon del tiempo.

La ecuacién ([11.7)) es la condicién general que deben verificar las fuerzas maésicas para
que pueda existir equilibrio mecanico (7' = 0) en un fluido. Sin embargo, un fluido puede
estar en equilibrio mecédnico sin que exista equilibrio térmico, siempre que la distribucién
de temperaturas satisfaga la ecuacion y la densidad no varie con el tiempo. Pero esto
no es suficiente, puesto que la solucién de las ecuaciones ((11.1))-(11.4) puede ser inestable.
Es decir, aunque las distribuciones de p, p y T satisfagan — junto con condiciones
de contorno e iniciales compatibles, es necesario que estas distribuciones cumplan ciertos re-
quisitos adicionales para que sean estables, ya que si el equilibrio fuese inestable aparecerian
corrientes (¥ # 0) que tenderian a uniformizar la temperatura (a equilibrar térmicamente el
fluido). Por tanto, el estudio de la estabilidad de las soluciones fluidostéticas es esencial
cuando el equilibrio mecanico no esté emparejado con un equilibrio térmico, pero este

problema no sera abordado en esta introduccion a la fluidostatica.
Sustituyendo (11.8)) en la ecuacién de cantidad de movimiento ((11.2)) se tiene

Vp+pVU =0. (11.9)

Esta expresién establece que las superficies equipotenciales (U = constante) en un fluido
en reposo son también superficies isobaras (p = constante). Ademds, estas superficies son
también de densidad constante, puesto que p = —(9dp/9U);. Otra consecuencia es que un
fluido en reposo es bardétropo, es decir dp es una diferencia exacta, dw, siendo w la
funcién de barotropia. En efecto, de ((11.9) se tiene p = p(U,t), y de la relacién anterior
para la densidad, p = p(U, t) [pero la dependencia U(t) debe ser tal que p # p(t)], de donde
p depende de la posicién solo a través de la densidad, p = p(p,t), y viceversa, p = p(p). Por
tanto,

1 Pd
“Vp = Vw, wz/ . (11.10)
p p(p)

Fisicamente, si el fluido no fuese bardétropo, los gradientes de presion no serian paralelos a
los gradientes de densidad y las fuerzas de presion producirian un par distinto de cero en

1Se deja como ejercicio para el alumno la comprobacién de que —VU es igual a (I1.5) sin el término de aceleracién
angular. Para la comprobacién del dltimo término hay que hacer uso de (2.63).
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Figura 11.1: Equilibrio mecanico de un liquido en un recipiente que gira.

relacién al centro de gravedad las particulas fluidas, que originarian una componente de giro
en las mismas (vorticidad en el fluido), dejando de estar en reposo. En términos de la funcién

de barotropfa (11.10)), la ecuacién ([11.9)) se escribe:
Viw+U)=0, w+U=C(t), (11.11)

donde C'(t) es una constante de integracién que en general depende del tiempo y que viene
fijada por las condiciones de contorno.

11.3. Hidrostatica

En el caso de un liquido (p = constante), la ecuacién anterior queda

p+pU =C(t). (11.12)

Si la tinica fuerza masica presente es la gravitatoria, § = —gé., la distribucién de presiones
hidrostatica es:

p + pgz = constante. (11.13)

Asi, por ejemplo, la presién en el interior de un depésito con una altura H de liquido y abierto
a la atmosfera seria p = p, + pg(H — z), donde p, es la presién atmosférica y z se mide desde
el fondo del depdsito.

Como otro ejemplo sencillo, considérese un depésito cilindrico (de radio R) que
gira con velocidad angular constante () alrededor de su eje de simetria. Transcurrido un
tiempo suficiente para que el liquido adquiera un movimiento solidario con el recipiente, la
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distribucién de presién de equilibrio en un sistema de referencia que se mueva con el recipiente
serfa, de acuerdo con ((11.12]) y ((11.8]):

p+ pgz — pQ*r? /2 = constante = p, + pgzs(r) — p22r* /2, (11.14)

donde la constante se ha evaluado en la superficie libre del liquido zs(r) (ver figura[11.1]). Es
decir,

P =Dpa+ pglzs(r) — 2]. (11.15)
Aplicando ((11.14)) al punto de la superficie libre en el eje (z = h,, r = 0), se tiene

Pa + pgho = pa + pgzs(r) — pQ?r? /2, (11.16)

que proporciona la ecuacién de la superficie libre en funcion de h,:

102
s ho + =—1? 11.17
z5(7) + 27 r ( )
La constante h, se obtiene a partir del volumen V' del liquido:
R QQRQ \%4 Q2R2
V= [ dr2mrzg(r) = nR%h, ( 1 , he=—5 — : 11.18
/0 r2nrzs(r) =m < + 4gho> — Iy ( )

11.4. Fuerza sobre un cuerpo sumergido. Principio de Arquimedes

Consideremos un cuerpo sélido de volumen V' y superficie S sumergido en un fluido en
equilibrio mecéanico. La fuerza (de presién) que el liquido ejerce sobre la superficie del sélido
es:

ﬁ:—/pﬁds:—/ vpdvz—/pfmdv, (11.19)
S Vv 1%

donde se ha aplicado el Teorema de Gauss y se ha hecho uso de (11.2). La fuerza
esta dirigida en sentido opuesto a las fuerzas masicas. Suponiendo que las fuerzas masicas
son exclusivamente gravitatorias, se tiene

ﬁ—gé’z/pdV—gM(?z, ME/pdV; (11.20)
1% 1%

es decir, un cuerpo sumergido en un fluido en reposo estd sometido a una fuerza (empuje)
que es igual al peso del fluido que desaloja el cuerpo, en sentido opuesto a la accion de la
gravedad (Principio de Arquimedes). En el caso de un liquido, M = pV. Para que el
cuerpo permanezca en reposo (y, por tanto, el fluido), esta fuerza debe estar equilibrada con
el peso del mismo. Ademads, el momento de las fuerzas de presién que el fluido ejerce sobre
el cuerpo debe estar también equilibrado. Este momento, en relaciéon a un punto fijo Z,, vale

M:—/pﬁ/\(f—:i’o)ds:— VA p(F = %)V
S \%4

_ Vp/\(f—fo)dVZ—/pfm/\(f—fo)dv. (11.21)
Vv 1%
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Si fm = _ggza

M = g2, A / p(F = T)dV = gME, A (B — o), (11.22)
1%

donde Z., es el centro de masa del cuerpo sumergido si su volumen lo ocupase el fluido
que desaloja. Este momento debe estar equilibrado con el momento del peso del sélido (que
estd aplicado en su centro de masa) con respecto a I, para que el cuerpo permanezca en
reposo.

11.5. Equilibrio de gases. Atmdsfera estandar

En el caso de un gas ideal bajo la accién de la gravedad, la ecuacion (11.11f) se puede
escribir:

P d P d
U+w=gz +/ Lo gz + Rg/ 7L — constante. (11.23)
p p

Como p, p y T solo dependen de z, es mas facil utilizar la forma original de la ecuacion de
cantidad de movimiento (es decir, derivar con respecto a z la ecuacién anterior):

R,T dp
— =0 11.24
* p dz ’ ( )
que integrada proporciona
p g / dZ}
— =exp |——= — . 11.25
roe |- 1 (129

Luego para conocer la distribucion de presion en equilibrio mecanico se debe conocer la
distribucién de temperatura, la cual debe satisfacer la ecuacion junto con condiciones
de contorno apropiadas.

Un ejemplo tipico lo constituye el aire de la atmoésfera supuesto en reposo. En sus capas
mas cercanas al suelo el aire se calienta, principalmente por conduccion de calor desde el
suelo y, en menor medida, por radiacion solar directa, aunque esta ultima es mas importante
en las capas altas de la atmosfera. Para los calculos fluidostaticos, sin embargo, no se suele
resolver la ecuacion para la temperatura, sino que se supone una distribucion 7'(z)
obtenida experimentalmente, siendo la correspondiente a la denominada atmdsfera estdndar
la representada en la figura [11.2]

Desde un punto de vista practico, la capa mas importante es la troposfera o capa mas
cercana al suelo, donde se supone que, en primera aproximacion, el perfil de temperatura es
lineal:

T=T,—-az, (11.26)
siendo T, = 288 Ky a = 6,5 K/km en la atmésfera estandar. Sustituyendo en (11.25), se
tiene la distribucién de presiones

To o g/aRy
P _ (_O‘Z) : (11.27)
Do T,

y, de la ecuacion de estado,
To . g/aRg—1
L (—O‘Z) , (11.28)
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Figura 11.2: Distribucién de temperatura en la atmésfera estandar.
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Figura 11.3: Distribucién de presién (linea continua) y densidad (linea discontinua) en la atmdsfera estdndar.
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siendo p, = 1 atm, p, = p,/R,T, = 1,25 kg/ m?. De forma andloga se hallarfan las
distribuciones de presion y densidad en las restantes capas de la atmosfera estandar utilizando
los perfiles de temperatura de la figura m (ver figura .

La expresion ((11.28) proporciona un criterio estdtico de estabilidad de la atmésfera: para
que sea estable, la densidad debe disminuir con la altura, pues en caso contrario las fuerzas
de flotabilidad originarian un movimiento vertical; es decir,

g g
oR, 1>0 0 a < R, ~ 34,9 K/km. (11.29)
Este criterio no es una condicién suficiente para que la atmoésfera sea estable, ya que si fuese
asi, la atmésfera estandar seria siempre estable, lo cual, evidentemente, no es cierto. El estudio
de la estabilidad de la atmdsfera requiere considerar la estabilidad dindmica, o estabilidad
frente a pequenas perturbaciones de la distribucién de equilibrio anterior, perturbaciones que
siempre estan presentes en la atmdsfera. De todas formas, el criterio anterior nos da una idea
del grado de estabilidad de la atmdsfera: cuanto mas pequena sea la constante «, mas estable
serd. Por ejemplo, en condiciones de inversion térmica (o < 0), lo cual ocurre a veces en las
proximidades del suelo en ciertos nicleos urbanos donde los niveles de contaminacion son
muy altos, la atmosfera se hace muy estable, con lo que los gases contaminantes permanecen
anclados en la ciudad. Otro ejemplo significativo de estabilidad lo constituye la estratosfera,
donde a es marcadamente negativo (ver figura , siendo, por tanto, extraordinariamente
estable, y de ahi su nombre: el aire de la estratosfera esta estratificado, sin apenas mezcla de
unas capas con otras (esta se produce casi exclusivamente por difusién, no por conveccién).
Por ello es tan peligroso que algunos agentes contaminantes lleguen a la estratosfera.

Referencias.
= L.D. LANDAU y E.M. LIFSHITZ, 1987. Capitulo .
= JM.WALLACE y P.V. HOBBS, 1977. Capitulo 1.
« F.M. WHITE, 2004. Capitulo 2.
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Ejercicios de fluidoestatica

Ejemplo resuelto

La figura muestra el esquema de un acelerémetro muy sencillo y barato. Consta de
un tubo en forma de U que contiene un liquido de densidad p; las variaciones del nivel h
constituyen una medida de la aceleracion a. Obtener la relacién entre h y a suponiendo que
D < L. jPueden hacerse las marcas en el tubo en forma de multiplos lineales de a? Comente
las principales desventajas de este diseno.

D

h a

L/2

L

Figura 11.4

Solucion.
Utilizando coordenadas (z, z), donde z tiene la direccién de la aceleracién a, la ecuacién

(11.12), junto con (|11.8)), se escribe

p+ pU = p+ pgz + par = constante . (11.30)

La constante se obtiene aplicando esta ecuacién a cualquiera de las dos superficies libres del
liquido, donde la presién es la atmosférica (p,). Si se toma el origen de coordenadas en la
esquina inferior izquierda del tubo en U, suponiendo despreciable el diametro del conducto
(D < L), la aplicacién de esta ecuacion a las dos superficies libres proporciona

L L
Pa + Pg (§+h) = Pa + pg <§—h) + pal, (11.31)

de donde se obtiene una relacion entre a y h:

_&L

h=—.
29

(11.32)
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Esta relacion es lineal, por lo que, efectivamente, la distancia entre las marcas en el tubo
seria proporcional a los incrementos de la aceleracién.

El principal inconveniente de este diseno es que la superficie libre no es exactamente un
plano horizontal. Si D no fuese muy pequeno, habria que tener en cuenta la inclinacién de
la superficie libre en relacién a la horizontal. Por otro lado, la tensién superficial provoca
una curvatura de la superficie libre, mas acusada cuanto mas pequeno sea D. Para tener una
medida precisa habria que tener en cuenta ambos efectos.

Otra cuestién relevante, si queremos medir aceleraciones que varian temporalmente, es
el tiempo de respuesta del acelerometro, que tiene que ser pequeno en relaciéon al tiempo
caracteristico de variacién de la aceleracion. Para estimar el tiempo de respuesta hay que
estudiar el movimiento del liquido en el interior del tubo, y no solo tener en cuenta la
fluidostatica de los estados finales. El movimiento de un fluido en un conducto en sus
diferentes regimenes se considerara a lo largo de este curso.

Problemas propuestos

1. Un camioén cisterna transporta un volumen V' de un liquido de densidad p. Debido a un
imprevisto, el conductor tiene que frenar hasta pararse cuando viaja a una velocidad
v,. Como consecuencia de ello, el liquido ejerce una fuerza F' sobre la pared frontal del
tanque que lo contiene, que se quiere calcular. Suponiendo que la frenada ocurre con
aceleracién constante en un tiempo ¢y, que el tanque es un paralelepipedo de longitud
[, altura h y anchura e, que el liquido no llena completamente el tanque, existiendo
sobre él un gas a presion p,, y que el liquido adquiere la nueva disposicion de equilibrio
respecto al tanque en un tiempo mucho menor que ¢y, se pide:

a) Posicién de la superficie libre del liquido durante la frenada. Supongan que liquido
no toca la pared superior del tanque.

b) Fuerza ejercida sobre la pared frontal del tanque (la presién exterior es p,).

2. Un liquido de densidad p = 1200 kg/m? gira como sélido rigido en el interior de un
depdsito de seccion circular a una velocidad angular de 200 rpm. En un punto A a una
distancia radial del eje de giro de 60 cm la presién es de 1,8 atm. ;Cual seria la presién
en un punto B situado 1 m por encima de A y a una distancia del eje de giro de 90 cm?

3. Un globo meteorolégico relleno con hidrégeno tiene una masa total, incluyendo la carga,
de 6 kg. Suponiendo que el globo permanece esférico, con 3 m de didmetro, ;hasta
qué altura ascenderd en una atmésfera isoterma si la temperatura es de 20° C y la
presién en el suelo de 101,3 kN/m??

4. Un cono de acero (densidad py = 7,5 x 10%)? de semidngulo a = 10° y radio de
la base R = 0,1 permanece en equilibrio en la interfaz entre una masa de mercurio
(p1 = 13,56 x 10%) y otra de agua [p, = 10%; ver figura[11.5(a)]. ;Cuénto vale la altura
h sumergida en mercurio?

5. Un cilindro de madera flota en agua con su eje perpendicular a la superficie libre [figura
11.5(b)]. Si el didmetro del cilindro es D, su altura H y su densidad es s veces la del

2Todas las magnitudes estdn expresadas en el Sistema Internacional
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(a)
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R

Figura 11.5

agua (s < 1; la densidad del aire es despreciable), calcular la altura sumergida h del
cilindro.

6. Un depdsito cilindrico cerrado contiene un gas cuya temperatura permanece constante
cuando se hace girar el depdsito con una velocidad angular €2 alrededor de su eje.
Obtener la distribucién radial de la presion del gas una vez que ha alcanzado el equilibrio
fluidoestatico con el depdsito rotatorio suponiendo que la densidad y la presion iniciales
son pg v po, respectivamente, y que las fuerzas gravitatorias son despreciables.
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TEMA VI:
Movimientos incompresibles con
fuerzas viscosas dominantes






CAPITULO 12

Movimientos unidireccionales de liquidos

La dificultad fundamental para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes reside en los
términos no lineales que introduce la conveccion. En esta leccion consideraremos algunos flujos
en los que el término convectivo de la ecuacion de cantidad de movimiento es idénticamente
nulo. Las soluciones de las ecuaciones lineales resultantes son, por tanto, las mas simples
posibles, aparte de la trivial ¥ = 0 considerada en la lecciéon anterior.

12.1.  Ecuaciones y condiciones iniciales y de contorno

Con las ecuaciones escritas en coordenadas cartesianas, el término convectivo de la
ecuacion de cantidad de movimiento desaparece en los movimientos incompresibles si todas
las componentes del vector velocidad, excepto una, son nulas (movimientos unidireccionales).
En efecto, tomando v = ue,, la ecuacion de continuidad V - ¢ = 0 proporciona

8u_

-0 12.1
=0, (12.1)
con lo que u = u(y, z,t). Por lo tanto, la ecuacién de cantidad de movimiento se simplifica a
ou Op Pu  *u
—=—— ma — + =, 12.2
Por = “ax TP +’“‘(ay2+az2 (12:2)
Ip
0=—— my s 12.3
op
0=—— e . 12.4
5, T A7 (12.4)

donde los términos convectivos son idénticamente nulos debido a que u no depende de x y al
ser nulas las componentes de la velocidad segiin y y z. Se ha supuesto que la viscosidad es
constante para que asi el problema mecanico esté desacoplado del térmico.

Las proyecciones y y z de la ecuacion de cantidad de movimiento establecen, simplemente,
que existe equilibrio hidrostatico en las direcciones perpendiculares al movimiento. Si las
fuerzas masicas derivan de un potencial, fm = —VU, se tiene que p + pU (que se suele
denominar presién reducida) no depende de y y z:

p+pU = f(z,1). (12.5)
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Definiendo
=Lt o) (12.6)
P = o pTpuj, .
la ecuacién ((12.2)) queda:
ou 0*u  *u
— = — +— . 12.7
P 5 pl+“(ay2+az2> (12.7)

Como u no depende de x, tampoco py,

p=p(t). (12.8)
Suponiendo que la capacidad calorifica y la conductividad térmica son constantes, la
correspondiente ecuacién de la energia se escribe:
ou\? N ou\?
Ay 0z

T T
PCy <%_t +ug_x> = KV*T + o
Obsérvese que aunque esta tltima ecuacion no es lineal, al estar desacoplada de las ecuaciones
de continuidad y cantidad de movimiento, la funcién u(y, z,t) es conocida previamente a su
resolucion, y a efectos practicos el problema es también lineal para la temperatura. En los
ejemplos que siguen solo resolveremos el problema mecénico.
Como condiciones iniciales se deben imponer

+Q,. (12.9)

t=0, u=u,(y,2z), T=T,(x,y,z). (12.10)

Las condiciones de contorno para la velocidad u deben ser, por supuesto, compatibles con
la unidireccionalidad del movimiento, pudiendo corresponder a tres tipos de problemas: (a)
flujos en conductos de seccién uniforme; (b) flujos generados por el movimiento de un contorno
plano en la direccién x, y (c) flujos confinados entre dos contornos paralelos e infinitos (por
ejemplo dos placas) producidos por un gradiente de la presién (reducida) independiente de la
posicién. [El tercer supuesto se puede tomar como un caso particular de (a).] A continuacién
vamos a considerar los ejemplos mas sencillos y significativos, todos ellos estacionarios.

Antes de pasar a ver los ejemplos concretos conviene senalar que la linealidad del problema
permite la superposicién de distintas soluciones correspondientes a distintas condiciones de
contorno. Por otra parte, aunque pocos problemas reales son exactamente unidireccionales,
las soluciones que veremos a continuacion se pueden tomar como soluciones aprozimadas de
algunos problemas reales. Ademas, estas soluciones nos van a permitir introducir algunos
conceptos fisicos y matematicos de mucha utilidad para resolver problemas reales mas
complejos.

12.2.  Corriente de Couette

El movimiento unidireccional mas sencillo posible es el confinado entre dos placas paralelas
e infinitas producido por el movimiento de una de ellas relativo a la otra. Si la velocidad de la
placa mévil es constante, el movimiento es estacionario y la velocidad u sélo depende de una
coordenada transversal (y), siendo, ademds, p; = 0. La ecuacién queda, simplemente,
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Figura 12.1: Corriente de Couette.

d?u

— =0 12.11
y las condiciones de contorno son (ver figura [12.1)):
u(ly=0)=0, uly=h)=V, (12.12)

donde se ha supuesto que la velocidad de la placa inferior es nula y la de la superior V. La
solucién es un perfil lineal de velocidad (corriente de Couette):

u=Vy/h. (12.13)

El esfuerzo viscoso, Tglcy = pou/0y, es constante en todo el flujo e igual a pV/h, siendo ésta,
por tanto, la fuerza por unidad de superficie necesaria para mover la placa superior con
velocidad V' y la que es necesario hacer, pero en sentido contrario, para que la placa inferior
no sea arrastrada por el movimiento del fluido. (La medicién de esta fuerza constituye un
procedimiento simple para determinar experimentalmente la viscosidad de un liquido.) El
caudal que circula es, por unidad de longitud en la direccién z,

h

12.3.  Corriente de Poiseuille

Es el movimiento originado entre dos placas paralelas por un gradiente de presién
(reducida) constante. La ecuacién de cantidad de movimiento en la direcciéon = y las
condiciones de contorno (ver figura [12.2]) quedan

*u
O0=p + ,ua—yQ . p = constante, (12.15)
u(ly=0)=(y=h)=0. (12.16)

La solucion es el perfil parabdlico de velocidad
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Figura 12.2: Corriente de Poiseuille bidimensional.
P
=—ylh—vy). 12.17
u 2uy( y) (12.17)
El esfuerzo viscoso es nulo en el centro (y = h/2) y méximo en las paredes:
ou mh
/ / /
El caudal por unidad de longitud es:
h 3
h*py
= dy = —. 12.19
q / udy = 357 (12.19)

El perfil de velocidad correspondiente al movimiento originado por un gradiente de presion
constante y por el movimiento de una de las placas (e.g. la superior) se obtiene sin més que
sumar ((12.13) y (12.17) en virtud de la linealidad del problema:

v
u=-24 p—;ym —y), (12.20)
siendo el caudal por unidad de longitud

q=Vh/2+hp/12p. (12.21)

Este campo de velocidad (Couette + Poiseuille) es la base de la lubricacién
fluidomecanica, donde h no es constante, sino que varia muy lentamente con x, y tanto
h como p; pueden ser funciones del tiempo. Este tema de la lubricacion fluidodinamica, tan
importante en Ingenieria, no va a ser considerado en este curso introductorio a la Mecéanica
de Fluidos.

12.4. Corriente de Poiseuille en un conducto circular

Considérese un conducto infinito de seccién circular constante. El flujo unidireccional y
estacionario originado por un gradiente de presién reducida p; = —9(p + pU)/0z constante,
donde z es la coordenada axial a lo largo del conducto, viene gobernado por la ecuacion
(12.7)) con el primer miembro igual a cero, que en coordenadas cilindricas (z, r, #), suponiendo
axilsimetria, se escribe
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(12.22)
siendo 4 = we,. La solucién general de esta ecuacion es

2
P i+ Cy
Ap

(12.23)
Como la velocidad no puede ser singular en el eje, C; = 0; por otra parte, la velocidad debe

ser nula en la pared del conducto, r = D/2, donde D es el didmetro del conducto, lo cual
proporciona el perfil parabdlico de velocidad

u= plléf [1 - <%>2] . (12.24)

El esfuerzo de friccién en la pared es

— / du pD
T = (_TTI)T:D/2 = E = T
r=D/2

mientras que el caudal que circula por el conducto es

0 0

=— ) 12.26
128, T T 128 o (12.26)

El perfil de velocidad ({12.24]) se suele también expresar en términos de la velocidad media
V', definida como

(12.25)

4Q  D?p,
V= = 12.27
7D?  32u’ ( )
teniéndose
2\ ?
=2V |l1— | = ) 12.28
U 1% (D) ] ( )

Es decir, la velocidad maxima (en el eje) es dos veces la media
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CAPITULO 13

Movimiento laminar de liquidos en conductos

13.1.  Ecuacion de Hagen-Poiseuille

La ecuacién (12.26)),

nD* 7D* O(p + pU
128 128 Ox

Q=

es la conocida como ecuacién o Ley de Hagen-Poiseuille, que estos autores obtuvieron
experimentalmente (Hagen en 1839 y Poiseuille en 1840) relacionando el caudal que circula
por un conducto circular con la caida de presién entre sus extremos. En particular, si en
dos secciones (1 y 2) de un conducto separadas por una longitud L (L > D) se conocen
las presiones, p; y ps (en general la relacién anterior es valida para la presién reducida
P = p+ pU, pero Hagen y Poiseuille consideraron tubos horizontales y sin fuerza mésica
alguna en la direccién del movimiento), como p; es constante, se tiene que p; = (p1 — p2)/L,
y la ecuacién anterior queda

Q=" p) (13.2)
128uL
que es la expresién obtenida experimentalmente por Hagen y Poiseuille.! Este resultado
confirmé experimentalmente la hipdtesis de no deslizamiento del fluido en la pared hecha por
Stokes (la cual se ha utilizado como condicién de contorno en la pared), ademas de la ley de
Stokes para fluidos Newtonianos. Por otra parte, la comparacién de con los resultados
experimentales es un método directo muy simple para determinar la viscosidad de un fluido.
La fuerza total que por friccién el fluido ejerce sobre la pared de un conducto horizontal

entre las secciones 1 y 2 se obtiene sustituyendo p; = (p; — p2)/L en ((12.25)):

Fy =7DLt; = nD*(p1 — p2)/4, (13.3)

LEl médico francés Poiseuille, que estudiaba la circulacién de la sangre, expresé esta ley de la siguiente forma: el
tiempo que tarda un determinado volumen de liquido en salir del conducto es, por unidad de volumen (es decir, Qil)7
proporcional a la longitud del conducto, inversamente proporcional a la diferencia de presiones entre los extremos e
inversamente proporcional a la cuarta potencia del didmetro. Por supuesto, ni Hagen ni Poiseuille se dieron cuenta
que la constante de proporcionalidad esté relacionada con la viscosidad del liquido, puesto que la primera deduccién
tedrica del perfil de velocidades no fue hecha hasta 1859 por Hagenbach y F. Neumann, que la obtuvieron
independientemente.
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expresién que se podria haber obtenido aplicando, simplemente, la ecuacién de conservacion
de cantidad de movimiento en forma integral al volumen de control contenido entre las dos
secciones y la pared del conducto (figura|13.1} se deja como ejercicio para el alumno).

La expresién de Hagen-Poiseuille ([13.1)) a veces se escribe en forma adimensional,

utilizando el nimero de Reynolds

VD
Re = pT , (13.4)

definido, como se suele hacer en flujo en conductos, en términos del diametro D y la velocidad
media V = Q/(wD?/4). Sustituyendo, queda

(p+pU)—(p+pU), L 64
pV2/2 DRe ° pV2/2 ~ Re’ (13.5)

donde A es el denominado coeficiente de friccién.

Como se comento en la seccion 9.4, esta solucion del movimiento en un conducto circular,
y la correspondiente Ley de Hagen-Poiseuille, aunque en teoria es valida para cualquier
nimero de Reynolds, se hace inestable para Re mayor que un cierto valor critico Re*
(aproximadamente igual a 2300 en condiciones normales), dejando de tener significado fisico
para Re > Re*. El flujo se hace entonces turbulento y sera considerado al final de este
curso. Ya en 1839, casi 50 anos antes que Reynolds hiciera sus famosos experimentos (que
reproduciremos en esencia en una de las préacticas de laboratorio), Hagen indicé la existencia
de dos regimenes diferenciados en el flujo de un liquido por un conducto. Hagen observé que
la caida de presién, Ap = p; — ps, era lineal con la velocidad media cuando esta era menor que
un cierto valor [Ley de Hagen - Poiseuille ], y que por encima de ese valor, pasada una
cierta transicion, Ap era proporcional a la velocidad media al cuadrado, aproximadamente.
Esta ultima ley es equivalente a decir que la expresién es independiente del niimero de
Reynolds, lo cual veremos que ocurre en tubos rugosos para Re mayores que un cierto valor
Re", que depende de la rugosidad. Para nimeros de Reynolds intermedios (Re* < Re < Re"),
la dependencia de Ap con la velocidad media sigue leyes intermedias entre la dependencia
lineal y la cuadrética. En particular, para 2300 < Re < 10%, aproximadamente, se produce
la transicion entre los regimenes laminar y turbulento, e Ap varia de manera fluctuante con
V; para 10* < Re < Re", Ap tiene una dependencia logaritmica con Re (y por tanto con V)
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que se obtendra en la tltima leccion.

13.2. Flujo laminar en conductos de seccion arbitraria lentamente variable

La solucién anterior, que es exacta para conductos infinitos de seccion circular constante,
es aproximadamente valida para conductos de seccién lentamente variable cuando el niimero
de Reynolds es pequeno (fuerzas viscosas dominantes frente a las inerciales; ver més abajo
para una especificacién més precisa).

En efecto. Considérese un conducto cuya seccién (que se supondra de forma arbitraria)
varia lentamente; es decir, si D es un didmetro caracteristico y L la longitud del conducto,
D/L < 1. Por otra parte, el conducto no tiene que ser necesariamente rectilineo, pero se
supone que si es curvo, lo es suavemente; es decir, D/R, < 1, donde R, es cualquier radio de
curvatura del eje del conducto. En estas condiciones es licito tomar, en primera aproximacion
y con errores del orden de D/R. < 1, ejes cartesianos, siendo el eje x la direccién axial a lo
largo del conducto. La ecuacion de continuidad para el movimiento del liquido,

v, % ov,

=0 13.6
Ox * oy * 0z ’ (13.6)
nos dice que
VvV Vr
o~ = 13.
-~ (13.7)

donde V es el orden de magnitud de la velocidad axial a lo largo del conducto (v,) y Vr es
el orden de magnitud de las velocidades en las direcciones transversales y y z. Por tanto,

D
Vi ~ fv <V, (13.8)

y el movimiento se puede considerar casi unidireccional. Las ecuaciones de cantidad de
movimiento en las direcciones x, ¥, z se escriben:

ov,, O, ov,, O, d(p+ pU) v, 0%v, %,
- 13.
p +p(vx $+vyay +vzaz) e +u 6x2+8y2+8z2 , (13.9)

ot s,
2 2 2
8vy+p(vxavy 8vy+ (%y) :_8(p+pU) —I—,u(a Vy 80y+8vy>  (13.10)

"ot o oy TV, oy 022 "o T oz

ov, ov, ov, ov, d(p+ pU) v, 0%, 0O%v,
7z ZF - 7/ . (13.11
pat”(”ﬂ”ax”yay”zaz) 0. T\ az T T ) 131

En los términos correspondientes a las fuerzas viscosas, estd claro que los sumandos que
involucran 9%/dz* son despreciables frente a los otros con errores del orden de (D/L)? < 1.

Se supondra, en primer lugar, que los términos de fuerzas viscosas son dominantes frente
a los convectivos. Teniendo en cuenta la ecuacién , esta condicién implica

2

V
pf < Mﬁ ) (1312)
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y de las ecuaciones (|13.10))-(13.11))

V2 Vip
— — 13.13
ambas expresiones proporcionan la condicion:
D
Re— <1, (13.14)

L

donde Re = VD/v es el nimero de Reynolds basado en el didmetro. Obsérvese que la
condicién de términos viscosos dominantes frente a los convectivos no necesariamente implica
que Re < 1, puesto que D/L < 1, siendo una consecuencia, mayormente, de la casi
unidireccionalidad del movimiento; por tanto, esta condicién puede verificarse, incluso, para
Re relativamente altos.
Supondremos, ademéds, que el movimiento es casi estacionario. Comparando los términos
de aceleracion local con los viscosos, esta hipotesis requiere que
2
QReSt = = <1, (13.15)
L vt,
donde t, es un tiempo caracteristico de variacion de las magnitudes fluidas. Con estas
hipétesis, las variaciones transversales de p + pU son despreciables frente a sus variaciones

longitudinales: de ((13.9)) se tiene

Ar(p+ pU) N Vv
L "p2
donde A denota variaciones longitudinales a lo largo del conducto, y de ((13.10)-(13.11)),

(13.16)

por lo que
Ar(p+pU) D\?
— =~ | = 1. 13.1
Ar(p+pU) r) < (13.18)

Consecuentemente, las dos ecuaciones transversales pueden no tenerse en cuenta en primera
aproximacién y suponer que

p+ U # f(y,2); (13.19)

es decir, p + pU es constante en cada seccién del conducto (con errores del orden de
D*/[* < 1).2

Con todas estas aproximaciones, con errores del orden de ReD/L, (D/L)* y D?/vt,, las
ecuaciones de cantidad de movimiento se reducen a
0%u 62u>

OZPZ—FM(——F@

5 (13.20)

donde u = v, y py = —9(p+pU)/0z, que depende solo de z y de t (a través de las condiciones
de contorno, puesto que el movimiento es casi unidireccional y casi estacionario). Como

2Se puede comprobar que esta aproximacién es independiente de la hipétesis ReD/L < 1, siendo una consecuencia
de D/L <« 1 exclusivamente.



CAPITULO 13. MOVIMIENTO LAMINAR DE LIQUIDOS EN CONDUCTOS 165

condiciones de contorno, u debe ser finita en el interior de la seccién S(z;y,2) y u = 0 sobre
el contorno ¢(z;y, z) = 0. Por tanto, el fluido se comporta en cada seccién del conducto como
si este tuviese longitud infinita y seccién constante (la local); la coordenada z y el tiempo
actian como parametros. Utilizando las variables adimensionales

v = Lu,
pD?

y zZ
_Y _Z 13.21
=50 1= 5 (13.21)

donde D = D(x) y p, = pi(z,t), la ecuacién anterior y la condicién de contorno en la pared
se transforman en

o

2@ ap =L (13.22)
v=0 en ¢(&n) =0. (13.23)
El caudal viene dado por
= / wdydz = / plD2vD2d§dn - plD4r, (13.24)
S(z3y,2) Sen M H
donde
I'= /Svdﬁdn, (13.25)

es un numero que depende del tipo de seccién (obsérvese que en las ecuaciones ([13.22))-(|13.23])
no aparece ningin parametro fisico). La relacién anterior es una generalizacién de la Ley de
Hagen-Poiseuille para secciones de forma arbitraria (lo cual estd reflejado en I') y que
pueden variar (lentamente) con x [contemplado en p;(x,t) y D(z); téngase en cuenta que
pi(z,t)D*(x) no puede depender de x, puesto que por conservacién de la masa Q es funcién,
a lo sumo, de t].

Para una seccién circular, la ecuacion y las condiciones de contorno se escriben,
en coordenadas cilindricas con & = /D,

10 ([ 0Ov
e (G5¢) =1 120
v(€=1/2)=0, v(=0)+# 0, (13.27)

que proporciona

v = 411 G — 52) (13.28)

27 121 /4 T
F:/O de/o Z(Z_§2>£d§:ﬁ’ (13.29)

lo cual esta de acuerdo con ((12.24) y ((13.1). Como otro ejemplo, en el caso de un flujo a
través de una seccion anular, R; < r < Ry, la ecuacién ((13.26]) sigue siendo vélida, pero
cambian las condiciones de contorno:

v€=a)=v(¢=1)=0, (13.30)
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donde se ha tomado Ry para adimensionalizar r, £ = r/Ry, vy a = R1/Ry < 1. La solucién es

1 1 —a?
=—|1-¢&- 1 13.31
v=g[1-€- e me (1331
que proporciona
T (1 —a?)?
F=—|l—a*+—|. 13.32
8{ a + (13.32)

El perfil de velocidades anterior se asemeja a una parabola que recorre la regién anular, cuyo

maximo esta en "
T 1—a?
R ) 13.
7= (swi7) (13.33)

Anélogamente se podria generalizar para cualquier seccion del conducto. Lo relevante
es que la Ley de Hagen-Poiseuille se puede utilizar de forma aproximada para
el movimiento incompresible de un fluido en cualquier conducto siempre que D/L < 1,
ReD/L < 1y D?/vt, < 1. De hecho, la integral para la constante I" se puede hallar
de forma analitica para practicamente cualquier seccion, pues el problema —
se puede transformar en el del cilindro circular mediante la transformacién conforme de la
curva ¢ en una circunferencia, transformando también la solucion para v. También, en algunas
geometrias, el problema se puede resolver por separacién de variables. Por ejemplo, para una
seccién cuadrada, resulta I' ~ 7/113,8, mientras que para una seccién en forma de tridngulo
equildtero, I' ~ 7/106,6.3

13.3.  Tubos de longitud finita. Efecto de entrada

La ley de Hagen-Poiseuille (13.1]) [o (13.24])] es vélida para tubos infinitos (si Re < 2300
para conductos circulares), en los que el perfil de velocidades viene dado por .
Obviamente, no existen conductos infinitos y en la regién de entrada de los mismos el perfil
de velocidad no es el parabdlico . Justo en la seccion de entrada la velocidad es
practicamente uniforme e igual a wu, (ver figura . Ya dentro del conducto, el efecto de
frenado por viscosidad del fluido en la pared va modificando el perfil de velocidad de forma
que existe un nucleo central no viscoso de velocidad uniforme, en el cual el fluido se acelera
al ser el caudal constante, y una capa limite cerca de la pared donde la viscosidad si es
importante, cuyo espesor va creciendo hasta que la viscosidad impregna todo el fluido y se
llega al perfil de velocidad desarrollado de Poiseuille (donde la velocidad en el centro es
2u.). La longitud (de entrada) L. en la cual el fluido pasa de tener velocidad uniforme hasta
llegar al perfil parabdlico se puede estimar teniendo en cuenta que en esta region el término
convectivo de la ecuacion de cantidad de movimiento es tan importante como el viscoso:

|pt - V| ~ pu?/Le ~ |uV?6| ~ pu./D? (13.34)
de donde I D
e L Re = Pl (13.35)
D I

3Ver, por ejemplo, White, 2004, capitulo 6.
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Figura 13.2: Perfil de velocidad y caida de presién en la regiéon de entrada.

Experimentalmente se encuentra que L./D ~ 0,06Re; por tanto, la longitud de entrada
maxima, para Re = Re* ~ 2300, es L. ~ 138D. La caida de presién en esta region de
entrada es despreciable frente a la total en todo el conducto de longitud L si

L D
Z€ ~ Re= 1
L R€L<< ’

A, U 2 D
(p+pU) Pe gl

~ 13.
AL(p+pU)  pu.L/D? L (13.36)

lo cual coincide con la hipétesis de validez de la Ley de Hagen-Poiseuille.

En el caso en que L. sea del orden de L (tubos cortos), la caida de presién en la regién
de entrada es una fraccién importante de la total, siendo necesario obtener los campos de
velocidad y de presion en dicha region. Para ello hay que resolver el problema reteniendo los
términos convectivos y viscosos en la ecuacion de cantidad de movimiento. En un conducto
circular, si v = uée; + veé,., tomando las variables adimensionales

2 2r

— o n=2, (13.37)

3 p=(p+pU)/puz,

U=u/ue, U=uv/ue,

las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento segin el eje x en coordenadas
cilindricas se escriben

ou 10
23 nan(n ) ( )
_ou _0Ou op 10 ( 8@)
U 4T = — 2 == (=) | 13.39
o On o¢ " mon oy ( )
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£=0, u=1, v=0, p=p,; n=1, w=v=0, (13.40)

donde se ha supuesto que el movimiento es estacionario y que D < L, lo cual hace innecesaria,
en primera aproximacién y con errores del orden D?/L? < 1, la ecuacién de cantidad de
movimiento segun la direccién radial. La ecuacién es parabdlica, y el sistema de
ecuaciones se resuelve numéricamente sin excesiva dificultad, proporcionando la caida de
presién p, — p(€). Sin embargo, muchas veces se utiliza una estimacién de esta caida de
presién obtenida mediante la aplicacion de las ecuaciones de conservacion de la masa y de
cantidad de movimiento a un volumen de control constituido por la pared del conducto, la
seccion de entrada x = 0 donde u = u,, y la seccién de salida x = x, donde se supone que se
ha alcanzado ya el perfil parabélico u = V,,4[1 — (2r/D)?]. La ecuacién de conservacién de
la masa proporciona:

D2 D/2
- ueﬂ-T + / Vmax

9 2
1 (g) ] 2mrdr = 0, (13.41)

es decir, V.. = 2u., como ya sabemos. La ecuacion de cantidad de movimiento segun el eje
x da (suponiendo que no hay fuerzas maésicas, es decir, el conducto es horizontal):

2
p* PR 21\ p* [
— puiﬂI + / 4pu? |1 — (57“) 2nrdr = [pe — p(l’)]ﬂ'z + / 7¢(z, D/2)m Ddz

(13.42)
de donde

pe —plz) 2 8 v

Obviamente, 7 = u(0u/0r),—ps2 no se conoce puesto que para ello habria que resolver el
problema ([13.38])-(13.40)). Pero, aproximadamente, podemos suponer que 7 viene dado por

el perfil de velocidades parabdlico, obteniéndose

pe—plx) 2 64z pueD
————=-+——=, Re= . 13.44
1pu? 37 ReD i ( )

Se observa que el segundo sumando es el mismo que el proporcionado por la Ley de Hagen-
Poiseuille [ecuacion (13.5))], siendo dominante frente al primero (correccién debida al efecto
de entrada) cuando ReD/x < 1, como ya sabemos. Si se resuelve numéricamente el problema
) se encuentra que (p. — p(z))/ % pu? se aproxima bastante rdpidamente a
x/(ReD) cuando x crece, siendo précticamente coincidente cuando 64x/(ReD) ~ 1,
pero con k ~ 1,16 en vez de 2/3 (esta réapida aproximacion es debida a que 64 > k).

Referencias.
» G. K. BATCHELOR, 1967. Capitulo 4.
= .M. WHITE, 2004. Capitulo 6.



Practica de laboratorio: Experimento de
Reynolds

Objetivo, montaje experimental, ecuaciones y definiciones

El objetivo de esta préactica es caracterizar experimentalmente la transicion de flujo
laminar a turbulento en un conducto. Para ello se utilizan dos técnicas simultaneas:
visualizacién del flujo y medida de la caida de presion a lo largo del conducto. El montaje
es en cierto modo similar al que realiz6 Osborne Reynolds en su famoso experimento, cuyos
resultados se publicaron en 1883 (ver figura[13.3)).

Figura 13.3: Esquema del experimento de Reynolds tomado de su articulo de 1883, cuyo montaje original ain se
expone en la Universidad de Manchester.

El esquema del montaje experimental de la préactica se representa en las figuras y
4 El conducto horizontal es transparente (de metacrilato) para poder visualizar el flujo
en su interior. Tiene una toma de presion al comienzo que permite determinar la caida de
presion a lo largo del conducto, desde la entrada hasta la salida, donde la presién es la

4El montaje experimental ha sido disefiado, construido y puesto a punto por el Dr. D. Carlos del Pino Pefias, el
Dr. D. Luis Parras Anguita, D. Juan José Martinez y D. Sergio Pinazo Ortega.
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atmosférica (p,). El didmetro interior del conducto es D = 19 mm y su longitud, desde la
toma de presién hasta la salida, es de L = 196 cm.

Dep6sito estabilizador
de caudal

Zona de medidas 1 ¢—Caudalimetro
L I 7
AN
- T V3
IMuminacion| o T'oma de presion

)
K, - Valvula de
‘ Valvula de pzlso‘ Bomba de agua Tobera control

Figura 13.4: Esquema del montaje experimental. El conducto horizontal transparente (azul) tiene un didmetro interior
D =19 mm y una longitud, a partir de la toma de presiéon, L = 196 mm.

n Difusor

Comracci('mﬂi%
Direccion

Flujo

Depdésito de recogida

Honeycomb

Figura 13.5: Esquema de la tobera a la entrada del conducto.

El agua sale del fondo de un depdsito elevado que mantiene un nivel constante de agua
en su interior, reduciendo asi las fluctuaciones de caudal que pueda originar la bomba. El
conducto de salida tiene intercalado un caudalimetro electromagnético® que permite una
lectura digital del caudal de agua que circula por el conducto para las distintas posiciones de
la valvula de regulacién de caudal que se encuentra a continuacién, entre el caudalimetro y
la tobera a la entrada del conducto horizontal de metacrilato.

El objetivo de la tobera es generar un flujo lo mas uniforme posible a la entrada del
conducto. Esto es esencial para que se pueda visualizar correctamente la transicion de flujo
laminar a turbulento en el interior del conducto. Como se aprecia en la figura el agua

®Rango 0 — 2500 litros/hora, precisién 40,1 litros/hora.
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que llega a la tobera primero se deflecta con un dispositivo cuya finalidad es remansar el flujo
todo lo que sea posible en una camara previa a la contraccion de la tobera. En esta camara
de remanso existe una estructura de panal de abeja (‘honeycomb’) que permite enderezar
en gran medida la corriente a la entrada de la contracciéon de la tobera. De esta manera es
maés eficaz la funcién principal de la contraccién de uniformizar la corriente a la entrada del
conducto. La relacién de contraccion de la tobera es de 9:1 en &rea, y el conducto se encuentra
conectado a la salida de la contraccion mediante una junta estanca. La camara de remanso
tiene en la parte superior un orificio de salida con una valvula para purgar el aire que se
pueda acumular en su interior antes de comenzar la realizacién de la practica.

Tras pasar por el conducto, el agua cae en un depdsito, de donde se extrae del fondo
y se recircula mediante una bomba® hasta el depdsito elevado de regulacién de caudal. La
instalacion contiene también una conexién entre los dos depdsitos, que trasvasa el agua que
rebosa del nivel constante del depdsito de regulacion de caudal, y varias valvulas auxiliares.

Para las visualizaciones se utilizan particulas de 'mearlmaid’” disueltas en agua, las cuales
reflejan muy bien la luz. El conducto se ilumina por debajo mediante dos lamparas que
producen una luz intensa (ver Fig. , que al ser reflejada por estas particulas permiten
visualizar la estructura del flujo a lo largo del conducto para los distintos caudales o niimeros
de Reynolds. Para aumentar el contraste y mejorar la visualizacién se ha colocado un
fondo negro detras del conducto. De esta manera podremos detectar si el flujo es laminar o
turbulento y asi caracterizar el niimero de Reynolds critico de la transicion de flujo laminar a
flujo turbulento, que es el principal objetivo de la practica. Con esta visualizacién podremos
caracterizar también los distintos regimenes intermitentes intermedios que ocurren a lo largo
del conducto durante la transiciéon de flujo laminar a turbulento. Conviene indicar que este
tipo de visualizacion difiere de la que originalmente utilizé6 Reynolds, consistente en inyectar
un colorante en el centro de la entrada del conducto mediante un tubo muy fino, y que
todavia se utiliza en muchos laboratorios docentes de Mecénica de Fluidos que dispone de
esta practica.

Figura 13.6

Para medir la presién se utiliza un mandémetro de agua consistente en un tubo inclinado
un dngulo av = 20° en relacién a la horizontal (ver Fig. . Si x1 y 2 son las posiciones del
menisco de agua en el manémetro para dos caudales ()1 y Q2 que circulan por el conducto,
la diferencia de las caidas de presion en el conducto para esos dos caudales viene dada por

(Ap)2 — (Ap)1 = (p2 — pa) — (p1 — Pa) = pgsena(zy — 11), (13.45)

®Bomba centrifuga de 0,28 kW de potencia nominal y un caudal méximo efectivo de 120 litros/minuto.
"Kalliroscope AQ-1000, que se comercializan como uno de los ingredientes para fabricar sustratos de maquillajes.
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donde p es la densidad del agua y g la aceleracion de la gravedad. El angulo de inclinacién «
del mandémetro se ha elegido pequeno para aumentar su resolucién, ya que las diferencias de
presion son relativamente muy pequenas cuando el flujo es laminar.

Ademas de medir la presion a la entrada del conducto y de visualizar el flujo para cada
caudal, durante el desarrollo de la practica es necesario medir la temperatura del agua para
poder asi conocer la densidad y la viscosidad del agua. Para su calculo se utilizaran las
siguientes expresiones semiempiricas:®

p(kg/m?) ~ 1000 — 0,0178|T°C — 4°C|*" £0,2%, (13.46)

u ) 273K
In-— ~ —1,704 — 5,30z 4 7,003 -
n/_jjo ) Y Z+ 9 Z 9 Z TK ?

Muy particularmente, es esencial conocer la viscosidad p con precision, que depende
fuertemente de la temperatura, para poder calcular correctamente el nimero de Reynolds,

VD
Re = pT , (13.48)

po = 1,788 x 10 %kg/(ms).  (13.47)

donde la velocidad media V' estd relacionada con el caudal ) mediante

Q

Realizacion de la practica y presentacion de resultados

Durante la practica se ira variando el caudal que circula por el conducto, abriendo
progresivamente la valvula de regulacién de caudal, y se ird midiendo la caida de presion
a lo largo del conducto. Simultaneamente, se visualizara el flujo mediante la iluminacién de
las particulas inoculadas en el agua para detectar el paso de régimen laminar a turbulento.

Primeramente se determinara la posiciéon zy del mandémetro correspondiente a la presion
atmosférica, abriendo a la atmoésfera el otro extremo del tubo inclinado antes de conectarlo
a la entrada del conducto. Esta posicion permitird obtener la caida de presién Ap en el
conducto para cada caudal mediante . También se medira la temperatura del agua
para determinar su densidad y viscosidad. No obstante, la temperatura se medird para cada
caudal para comprobar que la variaciéon es pequena a lo largo de la practica y, en caso
contrario, recalcular la densidad y la viscosidad que se necesitan en el nimero de Reynolds.

Se comenzard con la véalvula de regulacién de caudal practicamente cerrada para que el
numero de Reynolds de inicio sea lo méas bajo posible.

Para cada posicién de la valvula de regulacion de caudal se realizaran y anotaran las
siguientes mediciones y observaciones:

= Lectura del caudal @) en el caudalimetro. Se esperara a que se estabilice el caudal y
se anotaran los valores maximo y minimo (aproximadamente) para poder estimar los
errores aproximados de la medida.’

SWHITE, 2004

9No se pretende que el estudiante realice un anglisis riguroso de los errores experimentales, que alargarfa mucho
la realizacién de la practica. Simplemente que pueda tener una idea aproximada de los margenes de error de cara a la
comparacion con los resultados tedricos.
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s Lectura de la posicion x del mandémetro. Igualmente, se esperara a que se estabilice
el caudal y se anotaran los valores méximo y minimo (aproximadamente) para poder
estimar los errores aproximados de la medida.

= Descripciéon del flujo. Para ello se observaran las distintas secciones iluminadas del
conducto y se anotara la naturaleza del flujo: laminar, intermitente, turbulento ....

= Temperatura 7'

Para anotar estas medidas y obtener la caida de presién y el nimero de Reynolds se puede
utilizar una tabla como la que se proporciona en el anexo de esta memoria de practica. Los
incrementos de caudal tienen que ser muy pequenos al principio para que se pueda determinar
con cierta precision el nimero de Reynolds critico que marca la transicion de flujo laminar a
turbulento. Una vez superado suficientemente el Reynolds critico ya se podran espaciar mas
los caudales en las sucesivas medidas.

Tras la realizacion de la practica, el estudiante debe presentar la tabla con las medidas y
observaciones realizadas y los siguientes resultados:

= Numero Reynolds critico.

» Figura donde se representen los valores medidos de Ap frente a (). Se deberan tomar
suficientes puntos para que se aprecie una regién lineal por debajo del caudal critico y
una regién més amplia de flujo turbulento. Incluir barras de errores (aproximadas).

= Figura donde se represente la relacion anterior de forma adimensional y la comparacion
con los resultados tedricos. Para ello se utilizara el coeficiente de friccion de Fanning

[ver ecuaciones ((13.3))-(13.5)],

Ap D
T 2P (13.50)

A T
V2 L2 L

y se representara frente al niimero de Reynolds. Para el régimen laminar, la Ley de
Hagen-Poiseuille nos dice que [ver ((13.5))]

64

A= —.

Re
En régimen turbulento, y para un conducto hidraulicamente liso, se vera en la ultima
leccién que la funcién A\(Re) viene dada implicitamente mediante la expresién

1

5 =088 (Rex/X) — 0.8, (13.52)

que para Re < 10° se puede aproximar por la siguiente relacién debida a Blasius
A~ 1,02 (log,,Re) ™" . (13.53)

(13.51)

Lectura (avanzada) sugerida:

Experimental Studies of Transition to Turbulence in a Pipe. Tom Mullin. Annual Review
of Fluid Mechanics, vol. 43, p.1 (2011).


http://www.annualreviews.org/doi/abs/10.1146/annurev-fluid-122109-160652?journalCode=fluid
http://www.annualreviews.org/doi/abs/10.1146/annurev-fluid-122109-160652?journalCode=fluid
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Anexo: Hoja de toma de datos

Temperatura del agua:

Densidad del agua: Viscosidad:
Posicion inicial del mandémetro xg:
‘ Q (1/s) ‘ T (°C) ‘ Re ‘ x (mm) ‘ x — xo (mm) ‘ Ap (Pa) ‘ Descripcién del flujo
Kokokokskockok ok kok KkokoR K Skokokkock SkokoR R Skok ok kockok kokokokskokok koskok Kokokokskokokokoskok Kokoskokskokok R ko




Ejercicios de movimientos unidireccionales y de
movimiento en conductos de liquidos

Ejercicios resueltos

1. Obtener el perfil de velocidad del movimiento unidireccional en una capa de espesor
constante h de un liquido de densidad p y viscosidad p que se mueve por accién de la
gravedad sobre un plano inclinado un angulo « en relacién a la horizontal. Calculen
también el caudal por unidad de longitud y el esfuerzo de friccion sobre el plano
inclinado. Comparen estos resultados con los del movimiento de Poiseuille entre dos
placas separadas una distancia h.

Figura 13.7

Solucidn.

Tenemos un movimiento unidireccional, v = ue,, (ver figura para las coordenadas),
incompresible, V - ¥ = 0u/0z = 0, y estacionario (h constante), por lo que u = u(y),
que satisface la ecuacion de cantidad de movimiento segin z ((12.15)):

0%u
0=pitug; (13.54)
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En este caso,

= _9p+pU) = 9+ rg2) = pgsena , (13.55)
Ox ox

donde z es la coordenada vertical y se ha hecho uso de la ecuacién de cantidad de
movimiento segun y, que nos dice que la presiéon reducida p + pgz no depende de y,
siendo, por tanto, p + pgz = p, + pgzs(x), donde p, es la presién atmosférica y z5(x) la
altura de la superficie libre del liquido en el valor de  correspondiente; dzs/dx = —sena.

La ecuacién (|13.54]) se tiene que resolver con las siguientes condiciones de contorno:
y=0, u=0; (13.56)

ou Ou,

— = g, 13.57
oy = Mg, (13.57)
donde el subindice a hace referencia al aire por encima de la capa liquida. Dado que p,
suele ser mucho menor que pu (si el liquido fuese agua, p,/p serfa, aproximadamente,
una centésima), con errores del orden de p,/u < 1 podriamos aproximar la segunda
condiciéon de contorno por

y—h, g—Z_o. (13.58)

Integrando una vez ((13.54)),

du Y2

—=0C,——vy, 13.59

By 1 ,Uy ( )
donde, de acuerdo con (|13.58)), la constante de integracién vale C; = %h. Integrando
otra vez y haciendo uso de la condicion de contorno ((13.56), se llega al perfil de velocidad

P y\ _ pgsena y
_ b h__>:_ (h__), 13.60
U Y ( 5 i Yy 9 ( )

El caudal por unidad de longitud seria

/ h P h3  pgsena h?
0

3 R (13.61)

Obsérvese que este caudal es cuatro veces mayor que el correspondiente al movimiento
de Poiseuille entre dos placas separadas una distancia h para el mismo valor de p;
[ecuacion ((12.19))].

Por 1ltimo, el esfuerzo de friccién sobre la superficie inclinada es
, ou
Ty =To(y=0)=pn BN = pth = pgsenah, (13.62)
Y ly—o

que es el doble del correspondiente a la corriente de Poiseuille entre dos placas planas
(12.18]) para el mismo p;.
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2. Se desea obtener el caudal () de descarga de un depésito de seccién A, que contiene un
liquido de densidad p y viscosidad p inicialmente hasta una altura Hy, a través de un
conducto horizontal que sale del fondo del depdsito, de seccion circular con didmetro
D y de longitud L > D (ver Fig. , en el supuesto de que las fuerzas viscosas sean
dominantes en el movimiento del liquido en el conducto. Den los criterios de validez de
esta suposicién y comenten los limites de validez de la expresién Q(t) obtenida.

Figura 13.8

Solucion.

Como el conducto es horizontal, las fuerzas maésicas asociadas a la gravedad no

intervienen en el movimiento dentro del conducto y p, = —3dp/dz, donde z es la
coordenada a lo largo del conducto. Para poder aplicar la Ley de Hagen-Posieuille
(113.1)),
7D* Op
=— — 13.63
@ 1281 0z’ ( )

se tienen que verificar los requisitos D/L < 1, ya especificado en el enunciado, y

(03.14)-(T3.15),
D VD? <1 D?
L vl "ot

<1, (13.64)

con v = u/p. El primero de los requisitos también nos garantiza que podamos
despreciar la caida de presién en la regién de entrada del conducto [ver ] donde
no vale . Hasta que no se plantee la solucién con més detalle, no se podra estimar
la velocidad caracteristica V' (velocidad media en el conducto) y el tiempo caracteristico
t,, v asi poder escribir los requisitos en términos de los datos del problema.

Como @ no depende de x por conservacion de la masa (p es constante), y el didmetro
D del conducto es constante, (13.63]) se puede integrar facilmente:

128u@)

T (13.65)

p(x) = p(0) —
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Para calcular la presion a la entrada del conducto, p(0), tendremos en cuenta que
la seccién del depésito es mucho mayor que la del conducto, A > D? de forma
que el movimiento del liquido dentro del depdsito es despreciable y se puede suponer
fluidoestatica en su interior para cada instante ¢, en el que la altura del liquido en el
depdsito es H:

p + pgz = constante = p, + pgH = p(0), (13.66)

donde el origen de la coordenada vertical z se ha tomado en el fondo del depdsito.

Evidentemente, esto no es cierto en la region del deposito cerca de la entrada del
conducto, donde el liquido va adquiriendo velocidad hasta entrar en él. Pero en esta
region, de tamano del orden del didmetro del conducto, la caida de presion es pequena
comparada con la caida de presiéon a lo largo del conducto, por la misma razén por la
que se ha despreciado la caida de presion en la regién de entrada dentro del conducto de
longitud L. < L. De esta forma, se puede utilizar p(0) como la presion a la entrada del
conducto en primera aproximacién (ver figura . Por otro lado, al utilizar
se esta suponiendo que el tiempo caracteristico de descarga del depdsito t, es mucho
mayor que el tiempo de residencia del liquido en el conducto L/V, pues se supone que
p(0) varia con el tiempo muy lentamente en comparacién con el tiempo de residencia, lo
cual se cumple si el volumen del depésito es mucho mayor que el volumen del conducto,
HyA/(D?L) > 1.

Figura 13.9: Regién de entrada del conducto.

Sustituyendo ((13.66)) en ([13.65)) y teniendo en cuenta la otra condicién de contorno para
la presion,

p(x = L) =pa, (13.67)

podemos obtener el caudal de descarga en funciéon de la altura H del liquido en el
depdsito existente en ese instante,

B nD*pgH

_ 13.
@ 128uL (13.68)

Para obtener (t), debemos calcular previamente H(t) mediante la ecuacién de
conservaciéon de la masa en el depdsito aplicada a un volumen de control (no
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estacionario) consistente en el volumen de liquido contenido en el depdsito:

dH
pA— +pQ=0. (13.69)

Es decir, la disminucién de masa de liquido en el depdsito es igual, en cada instante,
al gasto mésico (flujo convectivo de masa) que sale por el conducto o, dividiendo por
la densidad (constante), la disminucién del volumen de liquido en el depésito es igual,

en cada instante, al caudal que sale por el conducto. Sustituyendo Q(H) de ([13.68]), se
obtiene una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden para H (t):

dH pgHnD*

D o Al 13.

dt 128uL -’ (13.70)
que se debe resolver con la condicién inicial

H(t=0)=H,. (13.71)

Pero antes de resolver este problema, es conveniente adimensionalizarlo por dos motivos:
para simplificarlo y para obtener el tiempo caracteristico t, sin necesidad de resolverlo.
Para ello definimos las variables adimensionales

H t

n= )’ T = 7 (13.72)
donde 7 es de orden unidad (varia entre la unidad y cero) y t,, desconocido en principio,
se elige de manera que 7 sea también de orden unidad. Asi, ¢, serd, efectivamente, el
tiempo caracteristico de nuestro problema (el orden de magnitud del tiempo de descarga
del depésito). Sustituyendo (13.72) en (13.70)-(13.71)) se obtiene ¢, imponiendo que
ambos términos de la ecuacion (|13.70]) sean del mismo orden. De hecho elegimos ¢, de
forma que simplifique al maximo la ecuacién, absorbiendo en él todas las constantes

numéricas: p
n
20 =0 =1 13.73
7= n(r=0)=1, ( )
128 LA
t, = ————. 13.74
pgm D* ( )

Obsérvese que en ([13.73)) no hay pardmetro alguno, por lo que la solucién adimensional
sera universal, valida para cualquier conducto, cualquier depdsito y cualquier liquido,
y se podra particularizar para cada caso concreto sin mas que dashacer los cambios de
variables de la adimensionalizacién. Mas importante atin es el hecho de que podamos
saber el orden de magnitud del tiempo de descarga sin necesidad de resolver la ecuacion,
que en este caso concreto tiene solucién sencilla (como veremos a continuacién), pero
que la mayoria de problemas mas complejos habria que resolver numéricamente. Esta
estimacion es, desde un punto de vista ingenieril, mas importante ain que la soluciéon
exacta del problema, pues interesa mas saber que la descarga se produce en segundos,
dias o anos, que si realmente tarda, pongamos por caso, 2,1 segundos, 1,3 dias o 0,74
anos.
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Con t, estimado, podemos ademéds escribir el segundo requisito en términos
de los datos del problema y asi descartar el resolver la ecuacién si no se verifica.
Concretamente, quedaria

D? 7 p?gDS
vt, 128 12LA

<1, (13.75)

donde se ha retenido la constante numérica en el orden de magnitud por no ser de orden
unidad. El otro requisito (|13.64) también se puede escribir ya en términos de los datos
del problema si estimamos el orden de magnitud de V' teniendo en cuenta (13.68)):

Q 1 pgD*H,
v ~ = PIP o 13.76
nD?/4 32 uL ( )
VD? 1 p2gD*H,
—PI2 0« (13.77)

vL 32 w2 L?

Este requisito es mas fuerte que el de casi-estacionariedad , pues el pardmetro
adimensional en es del orden de HyA/(D?L) veces mayor que el que aparece en
, y este es un nimero muy grande si el volumen del depdsito es mucho mayor
que el del conducto, como se ha supuesto antes. Asi, pues, los requisitos de validez de
la solucién que se escribe a continuacién son: D/L < 1, HyA/(D?L) > 1y (13.77).

La solucion de (13.73]) se escribe

pgwD*

n=e" o H=Hye 1zua’, (13.78)

Esta solucién exponencial le da un significado fisico adicional al tiempo caracteristico
to: es el tiempo necesario para que la altura del liquido en el depésito baje hasta Hy/e;
es decir, para que el depdsito se vacie alrededor de un 60 %.

Una vez obtenido H (t) se puede calcular Q(t) de (13.68)) o de (13.69):

4
- —pglgé) f‘)el@%ﬁit. (13.79)
1

Q

Esta solucion es valida si se cumplen los requisitos anteriormente comentados. Ain asi,
la solucién valdria hasta que H se hace del orden de D, pues cuando se llega a esa altura
la suposicién hidrostatica del depdsito deja de valer. Es decir, aunque se cumplan todos
los requisitos dados anteriormente, la solucion — no describe bien la fase
final de la descarga del depésito en la que H ~ D. Obviamente, esto resuelve la paradoja
de la solucion , que necesita un tiempo infinito para que H se anule.

Problemas propuestos

1. Una cinta transportadora inclinada un angulo « se utiliza para elevar un liquido de

densidad p y viscosidad p (figura [13.10). Suponiendo que la velocidad de la cinta es
V', que las fuerzas de viscosidad son dominantes en el movimiento del liquido y que la
altura del mismo sobre la cinta es constante e igual a h, se pide:
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a) Perfil de velocidad del liquido. Dibijelo y obtenga el valor de h para el cual la
velocidad del liquido en la superficie libre es nula.

b) Caudal de liquido transportado por unidad de anchura de la cinta. ;Para qué valor
de h se hace cero el caudal?

¢) Sila longitud y anchura de la cinta son a y b, respectivamente, ;qué potencia hace
falta para mover la cinta transportadora?

Figura 13.10

2. Por accion de la gravedad dos liquidos inmiscibles de densidades p; > po y viscosidades
w1y pe fluyen sobre un plano inclinado un angulo a en relaciéon a la horizontal.
Suponiendo que el movimiento es unidireccional, con espesores h; y hy constantes (ver

figura |13.11]), se pide:

a) Perfiles de velocidad en cada pelicula liquida en funcién de sus espesores hy y hao.

b) Si g1 v g2 son los caudales de cada liquido por unidad de longitud transversal al
movimiento, calculen los espesores h; y hs.

Figura 13.11

3. Para modelar el movimiento de un glaciar se considera el flujo unidireccional y
estacionario sobre un plano de inclinacién constante a de un fluido no newtoniano,
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que verifica la siguiente relacién entre el esfuerzo de friccién 7(= T;y) y el gradiente de
velocidad:
" du

T :/'Ld_ya

donde u es la velocidad en la direccién x (inica componente no nula), y es la coordenada
perpendicular al plano inclinado, n es una constante y i es otra constante que coincidiria
con la viscosidad si el exponente n fuese la unidad. Suponiendo que el hielo es
incompresible y, por supuesto, que las fuerzas de inercia son despreciables frente a
las fuerzas viscosas, se pide:

a) Esfuerzo 7 en funcion de y.

b) Perfil de velocidad u(y). Como condicién de contorno en la superficie (y = 0)
supongan que la velocidad no es nula, sino que existe un cierto deslizamiento
relacionado con el esfuerzo mediante la relacién vu(0) = 7(0), donde v es una
constante y m = (n +1)/2.

¢) Caudal por unidad de longitud.

Nota: experimentalmente se encuentra que n esta entre 3 y 4.

. Dos depésitos bidimensionales (infinitos en la direccién perpendicular al papel, ver

ﬁgura de anchura L y altura Hy, ambos abiertos a la atmésfera, estan conectados
mediante un canal bidimensional de longitud 2L formado por dos placas planas paralelas
separadas una distancia h < L. Inicialmente, la altura del liquido (de densidad p y
viscosidad ) en el depésito de la izquierda es Hp, mientras que en el de la derecha
es Hy/2, por lo que, tras abrir el canal, el liquido fluye de izquierda a derecha por el
interior del canal horizontal. Se pide:

Hy(#) Hy

h

Figura 13.12

a) Suponiendo que el movimiento del liquido a través del canal es préacticamente
unidireccional, con fuerzas viscosas dominantes frente a las inerciales, obtengan
una ecuacién diferencial para H(t).

b) Tiempo caracteristico que tarda el liquido en pasar de un depésito a otro y alcanzar
un estado estacionario.
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¢) Adimensionalicen la ecuacién del apartado primero e intégrenla.

5. En el interior de una cavidad bidimensional de longitud L y altura D < L (ver

figura [13.13} es infinita en la direccién z perpendicular al papel), circula un liquido de
viscosidad p por accién de la pared inferior de la cavidad, que se mueve con velocidad
constante V. Suponiendo que las fuerzas viscosas son dominantes en el movimiento casi

unidireccional del liquido, se pide:

Vv

Figura 13.13

a) Perfil de la componente x de la velocidad.

b) Fuerza por unidad de longitud en la direccién z que hay que ejercer sobre la placa
inferior para que se mueva con velocidad V.

¢) Condiciones que se deben cumplir para que las fuerzas viscosas sean dominantes.

6. Considere un volumen V liquido de densidad p y viscosidad p contenido en un
mandémetro en forma de U como el representado en la figura [13.14l A partir de la
posicién de reposo se aplica una diferencia de presiones y el liquido es forzado a moverse
hacia una nueva posicion de equilibrio. Suponiendo que el movimiento es con viscosidad
dominante, calcular la evolucién del liquido hacia la posicién de equilibrio. Den también
el orden de magnitud del tiempo que tarda en alcanzarse la posicion de equilibrio y los
criterios para que la solucion anterior sea valida.

P

oy 1 h(t)

- /

Figura 13.14

7. Para medir experimentalmente la viscosidad de un liquido se utiliza un dispositivo como

el de la figura|13.15] en el cual, el liquido cuya viscosidad se quiere determinar se vierte
en el depdsito de seccién A y se hace descargar por el conducto de didmetro D (D? < A)
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y longitud L > D. La medicién experimental consiste en determinar el tiempo ¢, que
tarda el liquido en descender desde un cierto nivel h; marcado en el depdsito hasta otro
hs < hi. Suponiendo que las fuerzas de viscosidad son dominantes en el movimiento del
liquido, se pide:

g
1
I
1
|

>
=

Y p———
1
g
I

>
)

¢ ———————————->

1
1
e ———
1
1

R

Figura 13.15

a) Viscosidad del liquido en funcién del valor medido ¢, y de los datos.

b) (Qué relacién debe verificar la viscosidad determinada para que el resultado de la
medicion sea fiable?

8. Se desea estudiar el proceso de descarga del depdsito esquematizado en la figura [13.16

cuando gira con velocidad angular €2 constante. La descarga se efectia a través de un
conducto de longitud R, — R, y didmetro D < (R. — R,).

Suponiendo que las fuerzas viscosas son dominantes en el movimiento del liquido en el
conducto y que el liquido en el depdsito gira como un sélido rigido, se pide:

a) Ecuacién de la superficie y distribucién de presién en el depdsito.
b) Ecuacion para H(t) y orden de magnitud del tiempo caracteristico de descarga.

¢) Calcular H(t) suponiendo que la altura inicial es Hy.

De un depésito de seccion A sale un liquido de densidad p y viscosidad p a través de
un conducto de longitud L y didmetro D que tiene forma de ”"L” (ver figura . El
conducto gira alrededor de su eje vertical con una velocidad angular constante 2. (En
la union entre el conducto y el depdsito existe un rodamiento estanco, de manera que
el depdsito no gira.)
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10.

Figura 13.16

Suponiendo que las fuerzas viscosas son dominantes en el movimiento del liquido en el
conducto, se pide:

a) Altura H de la superficie del liquido en el depésito en funcién del tiempo. En ¢ = 0,
H = H,.

b) Condiciones que se deben verificar, en funcién de los datos del problema, para que
la solucién sea valida.

Un depésito de seccion A es alimentado con un caudal constante (), de un liquido de
densidad p y viscosidad p. El depdsito posee una tuberia de desagiie de didmetro D y
longitud L > D (ver figura que dispone de una vélvula. Cuando la altura del
liquido en el depdsito es h,, se abre la valvula de la tuberia de desagiie y, manteniéndose
la alimentacion del depdsito con el caudal constante (),, comienza a salir el liquido
del depdsito. Suponiendo que en el movimiento del liquido en el conducto de desagiie
dominan las fuerzas viscosas, se pide:

a) Ecuacién diferencial que determina la evolucién de la altura h(t) del liquido en el
depdsito.

b) Altura final hy que adquiere el liquido en el depésito. ;Qué condicién debe verificar
(), para que al final del proceso quede liquido en el depdsito?

c¢) Integren la ecuacién del apartado a). Escriban el orden de magnitud del tiempo
que tarda en alcanzarse la altura final hy.

d) Condiciones que se deben verificar para que, como se ha supuesto, las fuerzas
viscosas sean dominantes en el movimiento. Suponiendo que el liquido es agua
(v =107% m?/s) y que L = 10 m, hagan uso de una de estas condiciones junto con
la obtenida para @), en el apartado b) y den un valor limite en relacién al cual el
diametro del conducto debe ser mucho menor.
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11.

12.

13.

P,

H()

Figura 13.19

Un depédsito de seccién A que contiene un liquido de densidad p y viscosidad pu,
inicialmente hasta una altura Hj,, descarga a través de un conducto que consta de
dos tramos (ver figura : uno vertical de seccion variable, cuyo didmetro varia
linealmente desde D; hasta Ds(< D;) en una longitud L; > D, y otro horizontal de
seccién constante y didmetro Dy con longitud Ly > D,. Suponiendo que las fuerzas
viscosas son dominantes en el movimiento del liquido en el conducto, se pide:

a) Hallen la evolucién temporal de la altura del liquido en el depésito, H(t). Supongan
despreciable la caida de presién en la union entre los tramos del conducto
comparada con la caida de presion en cada tramo.

b) Criterios que se deben cumplir, en funcién de los datos, para que la solucién
obtenida sea valida.

Se desea estudiar el proceso de descarga de dos liquidos inmiscibles de viscosidades ji;
y p2 v densidades p; y po a través de un conducto vertical de didmetro D y longitud
l1+15. El extremo superior del conducto esta abierto a la atmosfera y el extremo inferior
esta inicialmente cerrado, ocupando el liquido 1 una altura [y y el liquido 2 una altura
Iy (ver figura[13.20)). En t = 0 se abre el extremo inferior del conducto y, por accién de
la gravedad, comienza el proceso de descarga.

Suponiendo que las fuerzas viscosas son dominantes frente a la inercia en el movimiento
de los dos liquidos (den los criterios correspondientes), obtener la evolucién en el tiempo
de la interfase entre los dos fluidos y de la superficie libre del liquido 2. Obtengan los
tiempos de descarga de cada liquido.

Un conducto circular de didmetro D y longitud L > D se encuentra en posicién vertical
y tiene su extremo superior tapado y el inferior abierto a la atmésfera (figura [13.21]).
En el interior del conducto hay un liquido de densidad p y viscosidad p. Si la longitud
del conducto es inferior a una cierta longitud L*, el liquido se mantiene en el interior
del cilindro por accién de la presién atmosférica. Sin embargo, si L > L* parte del
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1

241

Pa
Figura 13.20

liquido saldra por el extremo inferior del conducto hasta alcanzar una nueva posiciéon
de equilibrio. Se pide:

a) Longitud L*. Supongan que la presién de vapor del liquido es practicamente nula
comparada con la atmosférica.

b) Si L > L*, escriban la ecuacién diferencial que describe el movimiento de la
superficie de separacién x4 entre liquido y vapor (ver figura en el tiempo.
Supongan que las fuerzas de viscosidad son dominantes en el movimiento del liquido
(den los criterios para que esto sea cierto).

¢) Integren la ecuacién anterior y den el valor final de .

Un conducto de longitud L y seccién circular como el indicado en la figura [13.22
estd inicialmente lleno de un liquido de densidad p y viscosidad p. El radio de la seccién
varia linealmente entre el valor minimo Ry y el maximo 2R, (Ry < L). En un instante
determinado el liquido comienza a descargar bajo la accién de la gravedad. Estudiar el
proceso de descarga en el supuesto de fuerzas de viscosidad dominantes. En particular,
den los criterios matematicos para que esto suceda y obtengan la ecuacion diferencial
y las condiciones de contorno que gobiernan la altura de la superficie como funcién del
tiempo.

Un liquido de densidad p y viscosidad p es succionado a través de un conducto de
diametro D y longitud L desde un depdsito abierto a la atmoésfera de seccion A a otro
depésito cerrado de volumen V' (ver figura . Para que la succion sea posible, la
presion en el depdsito cerrado es, por supuesto, menor que la atmosférica. La altura
inicial del liquido en el depdsito abierto es Hy y la presion inicial en el deposito cerrado
es po. En el movimiento del liquido en el conducto se supone que las fuerzas de viscosidad
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Pa

Figura 13.21

Figura 13.22

son dominantes (den al final los criterios para que esto sea cierto). El proceso se divide
en dos etapas:

a) En una primera etapa, el liquido asciende por el conducto hasta llegar al depdsito
superior. Hallen la altura A(t) del liquido en funcién del tiempo. Supongan que
en esta primera etapa la altura del liquido en el depdsito inferior y la presién
en el depdsito superior permanecen practicamente constantes e iguales a Hy y
Do, respectivamente. ;Qué condicion tiene que verificar py para que el liquido
llegue hasta el depdsito superior? Interpreten fisicamente esta condicion. Escriban
también el tiempo t, que tarda el liquido en llegar al depdsito superior.
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Figura 13.23

b) Para t > tg, se va llenando el depdsito de arriba. Suponiendo que en este proceso
de llenado el gas contenido en el depdsito superior permanece isotermo, escriban la
ecuacion diferencial que proporciona la disminucién de la altura H con el tiempo.
Resuelvan esta ecuacion en el limite AH, < V.

16. Por un conducto circular de longitud infinita y radio R circulan dos liquidos de
densidades p; y po y viscosidades pi1 y 2, respectivamente, por la accion de un gradiente
de presion reducida constante p;. El liquido 1 ocupa la regién central hasta un radio
Ry y el liquido 2 la regién anular restante (ver figura . Se desea averiguar bajo
qué condiciones el caudal del liquido 1 es mayor que el que tendria si circulara solo por
el conducto. En particular se pide:

a) Perfiles de velocidad y caudales de cada uno de los liquidos.

b) Escriban la relacién entre el caudal @y del liquido 1 y el caudal @ que tendria
este liquido si ocupara toda la seccién del conducto en funcién de los pardametros
adimensionales « = Ry/R y = p1/pe. Simplifiquen esta relacién en el caso en
que « = 1 —€ con € < 1 (es decir, Ry = R— h, h/R = € < 1), y escriban la
condicién que tiene que satisfacer la relacion de viscosidades [ para que Q)7 > Q.
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Figura 13.24
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CAPITULO 14

Movimiento alrededor de cuerpos con nimero
de Reynolds pequeio

14.1. Ecuaciones de Stokes

En esta leccién se considerard el flujo de un fluido incompresible [i.e., se verifican las
condiciones y ] alrededor de cuerpos cuando las fuerzas de viscosidad son
dominantes frente a las de inercia.

En general, las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento y las condiciones
iniciales y de contorno que gobiernan el movimiento de un fluido incompresible alrededor de
un cuerpo definido por la superficie S(Z,t) = 0, referidas a unos ejes que se mueven con él,

son (ver figura [14.1)):

V.5=0, (14.1)

o L o .
pgy TPUVI==Vp+ uVi+p(§—d), §=—g:; (14.2)
t=0, v=1,; |Z — o0, 7=V, P = Dooo — PYZ; (14.3)
S(Zt)=0, T=0AT; (14.4)

donde se ha supuesto que la viscosidad permanece constante (variaciones de temperatura
poco importantes). Lejos del cuerpo, el fluido se mueve con velocidad ‘700 en relacién a los
ejes ligados a él, siendo a, = —dViy /dt la aceleracién de este sistema de referencia con
respecto a uno inercial en el que el fluido no perturbado por el cuerpo esta en reposo o se
mueve con velocidad uniforme; como consecuencia, la distribucion de presion lejos del cuerpo
es la hidrostética, donde p,, es una constante. Sobre la superficie, la velocidad es QA z,
donde ﬁ(t) es la velocidad angular de giro del cuerpo (los ejes, aunque méviles con el cuerpo,
se mueven paralelamente a si mismos).

Es conveniente descomponer la presion en dos sumandos, uno correspondiente a la presion
hidrostatica y el otro a las variaciones de presién generadas por el movimiento, lo cual se
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Figura 14.1: Movimiento fluido alrededor de un cuerpo.

puede hacer debido a que la ecuacion de cantidad de movimiento es lineal en relacion a la
presion. Es decir, definimos

P=Dph+DPd, (14.5)
donde
—VpL+pg=0 (14.6)
y —
o L L dVy
Py + PV VT = =Vpa+ VT + p=0=, (14.7)

cuya suma es (14.3]). Consecuentemente,

Ph = Dooo — PIZ , (14.8)

y la fuerza debida a la presién que el fluido ejerce sobre el cuerpo se descompone en la fuerza
de flotabilidad de Arquimedes (seccién [11.4)) y la resistencia de presién (también llamada de
forma, ver leccién originada por el movimiento del fluido:

P_;p = —/phﬁds—/pdﬁdSZ —pﬁv—/pdﬁdsa (149)
S S S

donde V es el volumen del cuerpo y 77 es la normal hacia fuera de S. La fuerza total que el
fluido ejerce sobre el cuerpo es suma de ((14.9)) y la fuerza de friccién viscosa:

ﬁ:@—i—}i,:/?/-ﬁds—pﬂ/—/pdﬁds; (14.10)
s s
la fuerza puramente de resistencia, que se opone al movimiento del cuerpo, es:

F’T:/?,-ﬁds—/pdﬁds. (14.11)
s s
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En el limite en que

pDV, pDV D pD?

Re = —
po Viete  pt,

<1, ReSt=

<1, (14.12)

donde D es una longitud caracteristica del cuerpo y ¢, un tiempo caracteristico (de variacién

de Vo y/0 Q), los términos pd/dt, pi- VT y pdVs/dt son despreciables frente al término
viscoso V27, y el problema viene gobernado, en primera aproximacién, por:

V.-7=0, (14.13)

— Vpg +pV3*0 =0, (14.14)

7 =00, T=Ve, pa=0, (14.15)
S(Zt) =0, T=0AZ. (14.16)

Las ecuaciones —, que son el limite de las ecuaciones de Navier-Stokes para
movimientos lentos o reptantes, se suelen denominar ecuaciones de Stokes, quien resolvié este
problema para el movimiento alrededor de una esfera que se mueve con velocidad constante
Vo (sin giro) en 1851 (ver seccién siguiente). Obsérvese que aunque estas ecuaciones son
analogas a las consideradas en las lecciones precedentes, alli los términos convectivos eran
despreciables debido, principalmente, a la casi unidireccionalidad del movimiento, mientras
que aqui el movimiento es esencialmente tridimensional [compérese las condiciones
con, por ejemplo, (13.14)-(13.15)].

Las ecuaciones de Stokes se suelen escribir separando py v . Para ello se tiene en cuenta
que [ecuacion ([2.64))]

VG =V(V-0)—VANAD)=-VA(VATD, (14.17)
donde se ha hecho uso de (|14.13]). Por tanto, se puede escribir
Vps +uVAVAT=0. (14.18)
Tomando la divergencia de esta ecuacion,
Vipa =0, (14.19)
mientras que tomando el rotacional
VAVAVAG=0 o VAVAG=-V&=0, (14.20)

que son dos ecuaciones donde la presién y la velocidad (o la vorticidad) entran por separado
[en se ha hecho uso de V- = V - (V A ¢) = 0]. Obsérvese que en ambos casos el
problema se reduce a resolver una ecuacion de Laplace. Normalmente se resuelve ,
puesto que las condiciones de contorno suelen venir expresadas en términos de la velocidad;
una vez obtenida v, se sustituye en y se obtiene la distribucion de presion. En algunos
problemas, sin embargo, las condiciones de contorno se expresan mas facilmente en términos
de la presién, por lo que se procede a la inversa: se resuelve y se sustituye en ((14.14))
para obtener ¢. En cuanto a las condiciones de contorno, éstas se pueden tratar por separado
basandose en la linealidad del problema, que admite superposicion. Por ejemplo, el problema
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z

Figura 14.2: Coordenadas en el flujo alrededor de una esfera.

(14.13])-(14.16)) se puede resolver definiendo v = v +v5, donde ¥ y v satisfacen las ecuaciones
de Stokes (17.13)-(17.14), y las condiciones de contorno son

1Z| > 00, T =Ve; S@t)=0, @ =0; (14.21)

7| 500, Bh=0; S@t) =0, th=0QAZ. (14.22)

Esto permite obtener soluciones de movimientos complejos sin mas que sumar soluciones de
problemas mas sencillos.

14.2.  Movimiento alrededor de una esfera. Ley de Stokes

Consideremos el flujo con viscosidad dominante alrededor de una esfera de radio R que se
mueve con velocidad constante V' en la direcciéon —é,. (o la esfera estd fija y sobre ella pasa
una corriente que en |z| — oo vale Vé,). De acuerdo con lo visto anteriormente, el problema
a resolver es:

V-7=0, VAVAVAT=0 (o V&=0), (14.23)
|Z] - 00, U=Ve,; |Z =R, U=0. (14.24)
Obviamente, este problema se resuelve més facilmente en coordenadas esféricas (7,6, @)

(ver figura(14.2)). Como el movimiento tiene simetria con respecto al eje  (nada depende de
la coordenada azimutal ¢ siendo, ademds, v, = 0), es posible escribir ¥ en términos de una
funcién de corriente ¢ (ver seccién |3.7)):

- ¢ —
v=VA (rsinﬁew) , (14.25)
de donde 1 o 1 oy
= —— = — —; 14.2
T 2smean rsinf or’ (14.26)
de esta forma, la ecuacién de continuidad,
10,, 1 0
U= —=—=—(r*v,) + ———=—(sinfvy) = 0, 14.2
V-9 T23T<TU)+TSH1988<SID vg) =0 (14.27)
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se satisface automaticamente. Obsérvese que la definicion de la funcién de corriente no es
unica. La eleccién dada por ((14.26)) se suele denominar funcién de corriente de Stokes.
En términos de 1), el vector vorticidad se escribe

1 0% 10/ 1 d\]._
Snd o 200 (we%)] o (14K

1
cU:V/\U:V/\(V/\wQD):——[

r

que solo tiene componente segin €,. Consecuentemente, la ecuaciéon de cantidad de
movimiento V20 = 0 se convierte en la siguiente ecuacién escalar para :

2 snfd [ 1 0
2 2 — 2:_ —_— —_—
EYE) =0, E*= o5+ oo (meae) , (14.29)

que es una ecuacion en derivadas parciales de cuarto orden.
En coordenadas esféricas, las condiciones de contorno ([14.24)) se escriben

r=R, v,=vp=0, (14.30)

r—o0, v.—Vcost, wvy— —Vsinb, (14.31)

que proporcionan las siguientes condiciones de contorno para :

_ 0y _ 0% _
r=R, S-=2=0, (14.32)

v
r—oo, ¥Y— 57“2 sin § + constante . (14.33)

Tenemos, pues, tres condiciones de contorno, siendo la ecuacion de cuarto orden, lo
cual es una consecuencia de que al utilizar la funcién de corriente se ha introducido una
derivada mas. Sin embargo, por la misma razon, para hallar @, cualquier constante aditiva de
Y es irrelevante, por lo que podemos hacer la constante que aparece en igual a cero,
y el problema ya tiene el nimero correcto de condiciones de contorno.

Este problema admite separacion de variables: Sugerido por , donde aparece la
unica dependencia de las condiciones de contorno en 6, escribimos

U(r,0) = f(r)sin®0, (14.34)

que sustituido en ((14.29)) y (14.32)-(|14.33)) proporciona

d? 2 d? 2

- _ = - _ = =0 14.35
<dr2 r2> (dr2 r2)f ’ ( )
df
dr
La ecuacién del tipo denominado de Euler (14.35)) admite soluciones potenciales para r. En
efecto, ensayando la solucién f ~ r", se encuentra que admite los valores n = 2, —1,4 y 1.

Asi, la solucién general de (|14.35)) es

r=R, f= 0; r—oo, f—Vrt/2. (14.36)

A
f = A1T2 + _2 + A3T4 + A47” > (1437)
r
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donde las A;,7 = 1,2, 3, 4, son constantes arbitrarias. Para que la dependencia de f(r) cuando
r — oo sea de la forma f ~ 72, As tiene que ser nula. Las otras tres constantes se calculan
de las condiciones ([14.36]), obteniéndose

oV [t 3o
de donde
v = [1 + %Ij—; - g?} Vecosl, wvg=— [1 — ig - Z%] Vsing. (14.39)
Por otra parte, sustituyendo en
Vpg = uV>*v; r—o00, pg—0, (14.40)
se llega a
Pa = ——3’”“/55089 . (14.41)

La fuerza de resistencia que el fluido ejerce sobre la esfera tiene la direccion del movimiento
y, obviamente, se opone a él: F, = F,.e,,

F. = 27T/ [(—pa + 7.,) cos @ — 7/, sin 0], R? sin 0d6 . (14.42)
Sustituyendo
P hen=2u (2 —o (14.43)
rr)r=R = 4[4 or o n — Y, .
d [vg 10v 3uV sin 6

Y i —_r - @ 14.44
(7e0)r=r = 1 [Tﬁr <r ) * r 00 L:R R ( )

y (14.41)) en (14.42)) se obtiene
F. =6ruVR, (14.45)

que es conocida como la Ley de Stokes para la fuerza de resistencia de una esfera a
bajos nimeros de Reynolds. Se observa que la friccién viscosa 7/, es responsable de 2/3
de la resistencia, mientras que las fuerzas de presién son responsables del tercio restante.
Experimentalmente se encuentra que esta ley es aproximadamente valida incluso hasta
Re ~ 1 (ver figura més abajo). Esta ley se suele escribir en forma adimensional en
términos del coeficiente de resistencia,

Cp = —%pV};:TRQ , (14.46)
de forma que,
Cp= 24 (14.47)
Re’
donde
Re = % . (14.48)

L
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A la fuerza de resistencia anterior hay que anadir la fuerza de flotabilidad de Arquimedes,
que actia en direccién opuesta a la gravedad Fj, = (pgdmR3/3)é€,. Un problema préactico
de cierta relevancia es la sedimentacién de particulas (mds o menos) esféricas. En este
caso, a la fuerza de la gravedad que hace caer a la particula, —(p,g4mR?/3)é,, donde p, es
la densidad de la particula, se le oponen la fuerza de Arquimedes y la fuerza de resistencia
fluidomecanica, que viene dada por la Ley de Stokes si se verifican las condiciones
. La ecuacién que gobierna la velocidad de sedimentacién de la particula, —Ve,, es:

éﬂRigppﬂ = Z—l7rR?’(pp —p)g —6muVR. (14.49)
3 a3

Obsérvese que aunque en este caso V = V (t), si se cumple que pR?/ut, < 1, donde t, es un
tiempo caracteristico de variacion de V' (ver mas adelante), la fuerza de resistencia dada por
la Ley de Stokes sigue siendo aproximadamente valida. Se llama velocidad terminal a la
velocidad constante que se alcanza cuando las fuerzas que ejerce el fluido sobre la particula
igualan al peso de la misma:

4 o2
Ry — p)g— 6ruViR =0, V,— 2= P

14.50

La determinaciéon experimental de esta velocidad terminal, que es vélida independientemente

de la duracion t, del transitorio, siempre que las fuerzas viscosas dominen en el movimiento

alrededor de la esfera, serd el objeto de la practica de laboratorio que se describe a

continuacion de esta leccién. Su medicién constituye también un procedimiento usado

frecuentemente para determinar la viscosidad de un liquido (viscosimetro de "bola’).
Definiendo las variables adimensionales

v=—, T=—, (14.51)
si la particula parte del reposo, el problema queda
2p,R% dv
1= =0)=0. 14.52
9ut, dr v, ol ) ( )

Definiendo

L 2p,R?
o 9;1,

todos los términos son del orden unidad, por lo que t, ~ p,R*/p. Esto nos dice que ([14.49))

[o (14.52))] es valida, de acuerdo con la condicién t, > pR?/u, si p, > p. La solucién es

: (14.53)

ve1—eT, (14.54)

de forma que cuando ¢ = t, = 2p,R*/9u (7 = 1), v ha alcanzado el sesenta por ciento de su
valor final (v =1,V =V},), aproximadamente. Si p, ~ p, 0 p, < O(p), la solucién anterior no
es valida puesto que la Ley de Stokes deja de ser valida. Para hallar la fuerza de resistencia
habria que resolver la ecuacion de cantidad de movimiento reteniendo la aceleracion local,
pO0U/0t, v la fuerza de inercia asociada a la aceleracion del sistema de referencia, —pdV'/dt
[ecuacién ((14.7)); por supuesto, se supone que Re < 1 para que el término convectivo no
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cuente]. Como el problema es lineal, esto daria lugar a una fuerza de resistencia que consta-
ria de tres términos: uno de ellos seria la Ley de Stokes , y los otros dos resultarian
de los dos nuevos términos de la ecuacién de cantidad de movimiento (el alumno interesado
puede consultar, por ejemplo, Richardson, 1989). Por supuesto, la velocidad terminal seguiria
siendo la misma, puesto que estos nuevos términos de la fuerza de resistencia son nulos cuando
t — 0.

Para terminar es conveniente senalar que la Ley de Stokes se suele usar, de
forma aproximada, incluso cuando la particula no es exactamente esférica, siempre que se
cumplan las hipdtesis , sustituyendo R por un radio caracteristico de la particula.
Debe observarse, ademas, que el andlisis dimensional del problema (ver problema propuesto
de la leccién 10) nos dice que F, = constante xuV' R si se cumple , donde la
constante depende de la geometria de la particula (vale 6m para una esfera), y R es un
tamano caracteristico de la misma.

14.3.  Aproximacion de Oseen

La solucién anterior de Stokes tiene la dificultad de que no es valida lejos de la particula:
De (17.39) se tiene que

R} 2 3R
,Uv2’[),,, = [,[,V cos |:2F — ﬁ + F:| , (1455)
7 Vo, = pV?cos® 0 1—ﬁ—|—R—3 ﬁ—§£3
P r=p 2r 23 2r2 27t
pV?2sin? 6 3R R 3R R?
* r ! dr 403 ! 2r + 273 )7 (14.56)

por lo que para r > R el término viscoso y el término convectivo son del mismo orden si
r/R~ Re !> 1:

2

,UVQUTNIi—‘Q/Npﬁ-VUTNpVT, %NPVLRNRG_1>>1. (14.57)
En otras palabras, la condicién Re < 1 permite no tener en cuenta el término convectivo en
la ecuacion de cantidad de movimiento en relacién al término de fuerzas viscosas siempre que
la longitud caracteristica del campo de velocidad sea el didmetro de la particula, en la que
estd basado Re. Esto es rigurosamente cierto cerca de la particula. Pero a medida que nos
alejamos de ella, la longitud caracteristica se hace mayor puesto que el flujo se hace cada vez
més uniforme; suficientemente lejos de la particula [en particular, cuando se cumple ],
el término convectivo se hace del mismo orden que el viscoso, y no esta justificado despreciar
el primero respecto al segundo, a pesar de que Re basado en D es pequeno. Si Re — 0, esta
dificultad no seria tal puesto que la solucion seria valida hasta r — oco. Para Re < 1, pero
finito, es necesario corregir la solucién de Stokes. Esto lo hizo Oseen (1910) linealizando el
término convectivo para r — oo, obteniendo una correcciéon de la Ley de Stokes que viene
a ser el siguiente término en el desarrollo en potencias de Re < 1. Antes de describir la
solucién de Oseen conviene indicar que el fallo (inesperado desde un punto de vista fisico) de
la aproximacion de Stokes lejos de la esfera se suele denominar Paradoja de Stokes, que
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Figura 14.3: Coeficiente de resistencia C'p para una esfera. La curva continua es una interpolacién de numerosos datos
experimentales dada por Cp = 24/Re + 6/(1 + v/ Re) + 0,4 (White, 2004), vélida hasta Re ~ 2,5 x 10° (ver también

problema propuesto [1| de la leccién 10). La curva a trazos es la Ley de Stokes (14.47)) y la curva de trazos y puntos es
la Ley de Oseen (|14.62)

es mucho méas dramadtica en el caso del flujo bidimensional alrededor de un cilindro (ver, por
ejemplo, ROSENHEAD, 1988).

Bésicamente, como el término convectivo empieza a contar en la solucién de Stokes
cuando /R ~ Re™! > 1, lo que hizo Oseen fue suponer que alli la velocidad del fluido
es aproximadamente la de la corriente en el infinito, Vé,. Es decir,

a—»
o7 - Vi~ pVE, - Vi = pVa—U . (14.58)
x
De esta forma, la ecuacién de cantidad de movimiento sigue siendo lineal:
ov 9.
pV8— = —Vpq + pVeu. (14.59)
x

Esta ecuacién se suele denominar ecuacion de Oseen. Andlogamente a como se hizo en
la seccién [14.1], sustituyendo V?¥ = —V A & y tomando la divergencia y el rotacional de la
ecuacion anterior se llega a:

Vpa =0, (14.60)

ox

donde para hallar (14.60) se ha hecho uso de la ecuacién de continuidad, V - ¥ = 0, y en
(14.61)) & = pV/2u y se ha hecho uso de V A 09/0x = 0d/0z. Para el flujo alrededor de una
esfera, la ecuacion (|[14.61]) se debe resolver con las condiciones de contorno ([14.30))-(14.31)).

La solucion de este problema se obtiene mas facilmente utilizando coordenadas cilindricas

(v2 — 2k£> d=0, (14.61)
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con el eje x como eje axial, pudiéndose obtener, por separacién de variables, una solucién en
términos de funciones de Bessel esféricas (ver, por ejemplo, LAMB, 1975, o ROSENHEAD,
1988). Reteniendo los primeros términos de la expansién se llega a la siguiente expresion para
el coeficiente de resistencia: o 5

Cp = e {1—!— Re} , (14.62)
donde el término 3Re/16 es la correccién de Oseen a la Ley de Stokes (14.42). En la figura
17.2 se representa las leyes de Stokes y de Oseen junto con resultados experimentales.

La solucién de Oseen fue perfeccionada por Proudman y Pearson en 1957, y por otros
investigadores posteriores (ver, por ejemplo, ROSENHEAD, 1988), utilizando la técnica de los
desarrollos asintoticos acoplados. Aunque se va a entrar en detalles, basicamente, la solucion
de Stokes corresponde al orden mas bajo del desarrollo en potencias de Re de la solucién cerca
de la esfera, mientras que la solucién de Oseen es el siguiente orden [O(Re)] de ese desarrollo
cerca de la esfera. Proudman y Pearson calcularon el desarrollo en potencias de Re de la
solucién lejos de la esfera y la acoplaron con la solucion cerca de la misma para distancias
intermedias. De esta forma obtuvieron la correccién de Oseen de una forma més rigurosa,
ademds de correcciones de mayor orden. Sin embargo, como se observa en la figura [14.3] la
resistencia calculada con la aproximacién de primer orden (Oseen) practicamente coincide
con los resultados experimentales hasta Re = 1 (para Re > 1, el método de desarrollar
la solucién en potencias de Re obviamente no vale). Aunque para hallar la correccién de
Oseen en el caso de una esfera no es necesario utilizar la técnica de los desarrollos asintoticos
acoplados (si para su justificacién matemadtica), en el caso de la corriente alrededor de un
cilindro esta técnica es necesaria incluso para hallar la solucién de orden menor (pero este es

un problema matemaéaticamente mucho mas complejo y cae fuera de un curso introductorio a
la Mecénica de Fluidos; ver, por ejemplo, ROSENHEAD, 1989).
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Problemas propuestos

1. Una esfera de densidad ps asciende por accion de las fuerzas de flotabilidad en el seno
de un liquido de densidad p > p, y viscosidad p. ;Qué condicién tiene que verificar el
radio R de la esfera para que Re < 1 y se pueda utilizar, aproximadamente, la velocidad
terminal de Stokes? Escriban el valor numérico de esa condicién en el caso de ps = 0,8
kg/m? y agua a 20°C [utilicen los valores de p y p dados por (13.46) y (13.47))].

2. Calculen la velocidad terminal de una esfera de radio R y densidad p, que cae en el
seno de un liquido de densidad p y viscosidad p suponiendo que Re < 1 y utilizando
la aproximaciéon de Oseen.

Calculen el valor numérico de esta velocidad para una esfera de densidad p, = 5p, radio
1 mm y un liquido de viscosidad cinemética v = 2 x 10~* m?/s y compérenla con la
velocidad terminal obtenida con la Ley de Stokes. Comprueben que en ambos casos el
nimero de Reynolds es pequeno.
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Practica de laboratorio: Velocidad terminal /
sedimentacion

Objetivo, montaje experimental, ecuaciones y definiciones

El objetivo de esta practica es medir experimentalmente las velocidades terminales
de diferentes esferas que sedimentan en distintos liquidos, siempre con fuerzas viscosas
dominantes en el movimiento del fluido alrededor de las esferas, y compararlas con las
correspondientes relaciones tedricas, incluyendo la que resulta de la Ley de Stokes.

En particular, se van a estudiar los procesos de sedimentacién de tres esferas de acero
(densidad p, = 7794 + 4 kg/m?) de didmetros diferentes en el interior de un tubo vertical
transparente (de plexiglas; ver figura 1 que contiene un liquido suficientemente viscoso
para que las fuerzas viscosas dominen en el movimiento. Se van a considerar un total de
cuatro situaciones diferentes: las tres esferas de distintos radios (R = 1, 2,5 y 8 mm) que
caen en el interior de un tubo que contienen glicerina y la esfera de menor radio (1 mm) que
cae dentro de otro tubo que contiene aceite de vaselina. Las densidades y viscosidades de
estos dos liquidos a 20°C son las siguientes:

] Liquido | Densidad p (kg/m?®) a 20°C | Viscosidad p [kg/(m s)] a 20°C |
Glicerina 1260 1.1857
Aceite de vaselina 875 0.2167

Obsérvese que las viscosidades de ambos liquidos son mucho mayores que la del agua
(1,002 x 107 kg/(m s) a 20°C), especialmente la de la glicerina. Se ha elegido asi para
que el nimero de Reynolds del movimiento pueda ser pequeno sin necesidad de recurrir a
esferas microscépicas y también para que la velocidad terminal sea lo suficientemente pequena
como para que se pueda medir con suficiente precision mediante un cronémetro manual.

Mientras que las densidades de los dos liquidos no varian mucho con la temperatura,
y se pueden tomar de forma aproximada las de la tabla anterior incluso si la temperatura
ambiente difiere de 20°C en unos pocos grados, las viscosidades dependen muy fuertemente
de la temperatura, haciéndose necesario medir la temperatura durante el desarrollo de la

'El montaje experimental ha sido construido y puesto a punto por D. Sergio Pinazo Ortega.
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Figura 14.4: Esquema del montaje experimental. L = 50 cm y didmetro interior del tubo D = 19,9 mm. Los radios
de las tres esferas utilizadas son R = 1, 2,5 y 8 mm. El tapén superior del tubo estd perforado con un didmetro
ligeramente mayor que el de la esfera utilizada para centrar todo lo posible la caida de la esfera en el interior del tubo.
La plataforma dispone de patas de altura regulables para ajustar la verticalidad del tubo.

practica para poder obtener las viscosidades con suficiente precisiéon. Para ello se hara uso
de las siguientes correlaciones empiricas:?

= Glicerina,

T(K) —3,9213
w kg /(m s)] ~ 0,0013 exp (W) , 28 K<<T <373K; (14.63)

= Aceite de vaselina,

T(K)

—5,4709
_ IRSTK < T <305K. 14.64
- ) | <T< (14.64)

w kg /(m s)] ~ 0,0074 exp (

Para determinar la velocidad terminal, se dejara caer la esfera desde la parte superior del
tubo vertical transparente. En la parte superior del tubo se colocara el tapén correspondiente,

2José Alberto Camacho Lépez, 2011, Estudio tedrico y experimental de los procesos de sedimentacion y lubricacidn
en un tubo, Proyecto Fin de Carrera, E.T.S de Ingenieria Industrial, Universidad de Malaga. Directores del proyecto:
Carlos del Pino Penas y Luis Parras Anguita.
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con un orificio ligeramente mayor que la esfera, para centrar en lo posible la caida de la esfera.
Para ello sera también muy importante que el tubo esté lo mas vertical posible, lo cual se
conseguira mediante las patas regulables de la plataforma.

El tubo tiene dos marcas separadas una distancia L = 50 c¢m. La medicion mediante
un cronémetro manual del tiempo ¢. que tarda la esfera en atravesar esa distancia nos
proporciona la velocidad terminal:

Vi= 2 (14.65)

Aparte de las imprecisiones que se puedan cometer en la medicion del tiempo, esta
determinacion de V; sera correcta siempre que la esfera haya llegado a su velocidad terminal
cuando alcanza la marca superior. Por este motivo, esta marca se ha alejado suficientemente
de la parte superior del tubo (el estudiante podra comprobar al final de la préactica si esto
es asi calculando el tiempo caracteristico del transitorio hasta la velocidad terminal en cada
caso). Por otro lado, la marca inferior también se ha separado suficientemente del fondo del
tubo para minimizar el efecto que pueda tener en la velocidad terminal.

Las velocidades terminales medidas experimentalmente en esta practica se van a comparar
con dos expresiones tedricas. En primer lugar con la velocidad terminal que deriva
de la Ley de Stokes:

2p, — p)R?
V= Vg = 2P (14.66)
el
valida si
2
Re= V2R (14.67)
1

cuando la esfera cae en un medio infinito. Es de suponer que esta expresion
sera aproximadamente valida en el caso de la esfera que tiene un didmetro mucho menor
que el del tubo vertical donde sedimenta, 2R/D = 2/19,9 ~ 0,1. Si 2R/D < 1, la pared del
tubo apenas influye en el movimiento del liquido adyacente a la esfera y, por tanto, afecta
poco a la velocidad terminal de la esfera. Con la medicién de V; y su comparaciéon con
se comprobard si realmente el valor de 2R/D elegido es suficientemente pequenio para que
esto ocurra.

A medida que el diametro de la esfera crece, la influencia de las paredes del tubo en la
velocidad terminal se va haciendo mayor y ya no vendra dada, ni siquiera aproximadamente,
por . Tampoco existe una expresiéon analitica con la que comparar los resultados
experimentales. En cambio, cuando el diametro de la esfera se hace muy proximo al del tubo,
es posible obtener una solucién analitica aproximada de las fuerzas que el liquido ejerce sobre
la esfera en su caida y, por tanto, una expresiéon analitica aproximada para la velocidad
terminal con la que comparar los resultados experimentales. Por ese motivo se ha elegido la
tercera esfera con un didmetro parecido al del tubo, 2R/D = 16/19,9 ~ 0,8.

En particular, cuando

D
hy = 5~ R< R, (14.68)

si ademas se cumple que las fuerzas viscosas son dominantes en el movimiento del liquido en
el espacio estrecho entre la esfera que cae y la pared del tubo,
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h
Reﬁo <1, (14.69)

entonces, la velocidad terminal de la esfera viene dada, en primera aproximacién, por la
siguiente expresién:3

16(ps — p)ghi
27 p(2Rho)/2
Obviamente, esta velocidad es mucho menor que la dada por para un mismo R si
ho/R < 1: la pared del tubo frena fuertemente la caida de la esfera.

Los resultados experimentales se presentaran en forma adimensional utilizando como valor
de referencia la velocidad terminal de Stokes correspondiente:

_
Vis

(14.70)

V;f:‘/;fpz

n (14.71)

Para ello se podra utilizar la gréafica de la figura que tiene dibujados los valores de 7

asociados a ((14.66) y a (14.70),

Vis Vi, 8 (1 )5/ ? 2R
= —_— = 1 s = —_— = _ 1 y = — 5 1472
5 Vis I Vis  3v2m \& . D ( )

con los que comparar los valores de 1 determinados experimentalmente en funcién del radio
adimensional £ (obsérvese que 7, solo vale si 1 — ¢ < 1, mientras que 7, vale para £ < 1).

Realizacion de la practica y presentacion de resultados

Primeramente se comprobara la verticalidad de los tubos y se anotara la temperatura
para poder determinar las viscosidades de los dos fluidos.
Como se ha comentado antes, se van a considerar cuatro casos:

1. Glicerina con esfera de diametro 2R = 2 mm;
2. Glicerina con esfera de diametro 2R = 5 mm,;
3. Glicerina con esfera de didmetro 2R = 16 mm;

4. Aceite de vaselina con esfera de didmetro 2R = 2 mm.

Para cada uno de los cuatro casos se procederda a la medicién del tiempo de caida t..
Para ello se utilizard el cronémetro, que se pondra en marcha cuando la esfera pase por la
primera marca y se parard cuando atraviese la marca inferior. Con objeto de obtener un
valor promedio de la velocidad terminal y hacer un andlisis de los errores experimentales,
se efectuaran varias mediciones de t. en cada uno de los cuatro casos. Para anotar estas
medidas y obtener las correspondientes velocidades terminales se puede utilizar una tabla
como la que se proporciona en el anexo de esta memoria de practica. Alli se incluye también el
nimero de Reynolds , que sera necesario obtener para saber si se estan cumpliendo las

3Ver problema P.6.1 de FERNANDEZ FERIA, DEL PINO PENAS y ORTEGA CASANOVA, 2006.
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Figura 14.5

hipétesis formuladas en las expresiones ((14.66)) y (14.70]), y las correspondientes magnitudes
adimensionales 1 y &.

Tras la realizacién de la practica, el estudiante debera presentar la tabla con las medidas
realizadas y los correspondientes calculos de las velocidades terminales.

La comparacion con las expresiones tedricas se realizard en forma adimensional,
presentando los valores experimentales de 7, con sus valores promedios y sus correspondientes
barras de error, en una grafica como la que se suministra en la Fig. que incluye
apropiadamente ng y 17,.

Finalmente, se discutiran los resultados obtenidos teniendo en cuenta los valores de & y
de Re.
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Anexo: Hoja de toma de datos

Temperatura:
Viscosidad de la glicerina: Viscosidad del aceite de vaselina:
’ Fluido ‘fl(nun)‘ te (8) ‘ V@(HMS)‘ Re ‘YQS(HMS)‘ n ‘ £ ‘

Fokokokkdokok | dokokokkk | kkdokokok kKoK Fokok kg ok Fokokok koK Sokokkdok | kokkdokok




TEMA VII:
Movimientos de fluidos a altos
numeros de Reynolds






CAPITULO 15

Movimientos ideales

15.1. Introduccion

Los efectos viscosos y de conducciéon de calor en el movimiento de un fluido son poco
importantes en muchos flujos reales, por lo que pueden no ser tenidos en cuenta en primera
aproximacién, al menos en ciertas regiones del flujo. En este punto nos podriamos preguntar:
ia qué se debe esto? La respuesta es sencilla: es consecuencia de que los fluidos més comunes
tienen una viscosidad y una conductividad térmica relativamente pequenas, por lo que en
la mayoria de los flujos de interés su efecto suele ser pequeno. Por ejemplo, para agua, a 20
°C, v~ 1075 m?/s y a ~ 1,42 x 1077 m?/s, mientras que para aire, en condiciones normales
de20°Cy 1 atm, v ~15x 107" m?/s y a ~ 2,08 x 107° m?/s. Esta leccién se dedicard a
estudiar este tipo de flujos donde, en primera aproximacion y en casi todo el dominio fluido,
se pueden despreciar los efectos disipativos de la viscosidad y la conductividad térmica, que
en Mecanica de Fluidos se conocen como flujos, o movimientos, ideales.

Como ya se vio en la leccién [I0] la condicién que se debe verificar para que las fuerzas
viscosas sean despreciables frente a la conveccion de cantidad de movimiento en la ecuacion

de cantidad de movimiento es VL
Re=——>1, (15.1)
v

donde V' y L son una velocidad y longitud caracteristica del flujo, respectivamente. Por otro
lado, para que la conduccién de calor sea despreciable frente a la conveccién de energia interna
en la ecuacion de la energia es necesario que

VL
Pe = Re Pr = — > 1. (15.2)
«

Como para la mayoria de los fluidos el nimero de Prandtl es de orden unidad o mayor
(excepto para los metales liquidos, para los que Pr < 1), la condicién ([15.2)) se satisface si
se cumple (|15.1)), es decir, si Re > 1. Por tanto, en la mayoria de los fluidos los movimientos
ideales estan caracterizados por la tnica condicién de que el nimero de Reynolds sea alto.

15.2.  Ecuaciones de Euler

Si el fluido se puede considerar como ideal, es decir, si la condiciéon (|15.1) se cumple,
las ecuaciones de Navier-Stokes junto con las ecuaciones de estado se escriben, en primera
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aproximacién, como:
Ecuacion de conservacion de masa:

dp

LV (p0)=0 15.3
L (pn) =0, (15.3)
Ecuaciéon de cantidad de movimiento:
iy +pf (15.4)
Ecuacién de la energia:
s g (15.5)
p Dt - (] .
Ecuaciéon de estado:
p:p(p7T)7 S:S(va)v (156>

donde en lugar de la ecuacién de la energia interna se ha utilizado la ecuacién de la
entropia , puesto que ésta se simplifica notoriamente cuando los efectos disipativos
son despreciables.

Este sistema de ecuaciones que describe el movimiento ideal de un fluido se denomina
ecuaciones de Euler. No obstante, la ecuacién de la entropia se podria sustituir por otras
formas de la ecuacion de la energia, como las que se escriben a continuacion para futuras
referencias:

D(e +v?/2 . S
VJ—E;le—V~@W+pﬂfv+Qm (15.7)
D(h+0v?/2)  dp -
LI Sl . 15.

€ o

poe =PV T+ Q, (15.9)
Dh  Dp

,OE = E‘FQT. (15.10)

Una particularidad importante de las ecuaciones anteriores, desde un punto de vista
matemadtico (y, como se verd, también con importantes implicaciones fisicas), es que con los
efectos disipativos han desaparecido también de las ecuaciones los términos con las derivadas
de mayor orden (segundo orden) para la velocidad y la temperatura. Ello se traduce en que
no se van a poder imponer la totalidad de las condiciones de contorno para esas magnitudes
(de dos posibles se pasa a una). Asi, por ejemplo, para el flujo alrededor de un obstéculo
considerado en la Seccién 9.3, si se supone que el movimiento viene gobernado por las
ecuaciones de Euler, se podrian imponer todas las condiciones iniciales y de contorno excepto
las correspondientes a la superficie del obstaculo (ver ﬁgura. Ello implica que la solucion
no puede ser uniformemente valida en todo el dominio fluido puesto que sobre el obstaculo
no se satisface (en general) que la velocidad y la temperatura del fluido sean iguales a las
del solido. Fisicamente, lo que ocurre es que, aunque Re > 1 y, por tanto, la viscosidad
y la conductividad térmica no son importantes en el flujo, cerca de la superficie sélida del
obstaculo esto no es asi, y existe una delgada region a su alrededor o capa limite donde, a
pesar de que Re > 1 y la viscosidad y la conductividad térmica son pequenas, los efectos
viscosos y de conduccion de calor son tan importantes como los convectivos, y aquellos son los
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En fluidos ideales: vanido ?é Vobstaculos Thuido ?é Tobstacnlo

Ufluidos THHMO

-
Tohstaculos Lobstaculo

Figura 15.1: Flujo alrededor de una superficie sélida: condicién de contorno en fluidos ideales sobre la superficie sélida.

Solucién corregida en la capa limite.
Solucién de Euler (discontinua).

Fluido ideal I |
_--""Capa limite :

Figura 15.2: Flujo alrededor de una superficie sélida: regién conocida como capa limite y perfiles de velocidad.

encargados de hacer cumplir la condicion de contorno de igualdad de velocidad y temperatura
entre el fluido y el obstdculo (ver figura . A pesar de su importancia, de momento nos
vamos a olvidar de esta capa limite, que serd abordada mas adelante en otra leccién, y nos
limitaremos a obtener soluciones de las ecuaciones de Euler.

Desde un punto de vista méas general, al haber desaparecido las derivadas de mayor orden
de las ecuaciones de Euler, no existen, en general, soluciones continuas y/o con derivadas
continuas del problema formado por dichas ecuaciones y sus correspondientes condiciones
iniciales y de contorno. Asi, en las soluciones apareceran superficies de discontinuidad, en
forma de ondas de choque, capas limites, etc. En realidad, estas discontinuidades no son tales,
sino, como se acaba de decir, son regiones muy delgadas en las que los gradientes de velocidad
y/o temperatura son muy elevados y, por tanto, los efectos disipativos son importantes, a
pesar de que la viscosidad y la conductividad térmica son relativamente pequenas. Por el
momento, no tendremos en cuenta estas regiones delgadas y admitiremos la existencia de
discontinuidades en las soluciones de Euler (ver figura (15.2)).

15.3. Ecuacion de Bernoulli

La ecuacién de cantidad de movimiento para un fluido ideal ((15.4) puede ser, bajo ciertas
condiciones, integrada a lo largo de lineas de corriente. Para ello, haciendo uso de
Dy 0v

=5 V)T ¥ (V)T =V(/2) =T A (YA, (15.11)
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la ecuacién (|15.4)) se puede escribir como

—

v
P ot
Para llegar a integrar esta ecuacién y obtener las buscadas soluciones, el término pt A (V A ¥)

impide una integracién sencilla. Su eliminacién de la ecuacién, y asi poder llevar a cabo su
integracion, se puede conseguir de dos modos:

+ pV(0%)2) — pi A (V AT) +Vp— pfm = 0. (15.12)

1. multiplicando toda la ecuacién escalarmente por v; o
2. si el movimiento es irrotacional: @ = 0.

En primer lugar, multiplicando escalarmente (15.12)) por ' y dividiendo por p se obtiene

l v -
7 a_? F T V022 =T [TAVAD) + T ~L — T+ fr =0 (15.13)
P
Teniendo en cuenta que
o ov?/2
L7 2 = :
Yot T a1
2. U-[UA(V ATU)] =0, puesto que es un producto escalar entre vectores perpendiculares;
que

3. ¥V =vd/0l, donde /¢ es la coordenada a lo largo de las distintas lineas de corriente;
y que

4. las fuerzas mésicas derivan del potencial U (al menos a lo largo de las lineas de corriente)
y, por tanto, ¥ - f,, = —v- VU = —vdU /X,
la ecuacién ((15.13]) se puede escribir como

d(v?/2) Ov?/2 vdp | OU

Si se divide la ecuacién por v y se considera que el flujo es barétropo [con funcién de barotropia
w= f Pdp/p, ver ecuacién (11.10)] y casi estacionario, finalmente se tiene,

o (v?
— | = = 15.1
86(2+w+U) 0, (15.15)
que integrada proporciona
2
% Yw+U=H(), (15.16)

donde H es una constante para cada linea de corriente, y que puede depender del tiempo
(suavemente) a través de las condiciones de contorno. Por tanto, el Teorema de Bernoulli nos
dice que, si se verifican las condiciones de:

I flujo ideal (Re > 1);

IT componente de las fuerzas masicas sobre las lineas de corriente deriva de un potencial U;
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III flujo barétropo; y
IV flujo casi estacionario (St < 1),

2
la magnitud H = v +w+U es constante (pudiendo ser también diferente) a lo largo de cada

linea de corriente. Esta magnitud H se suele denominar funcién de Bernoulli o, simplemente,
el Bernoulli del flujo, y la ecuacion (15.16]) también se llama de Bernoulli. Para un liquido
(w = p/p) bajo la accién de la gravedad (U = gz), (15.16) queda

2

v P
4 £ = H. 15.17
5 —I—p-i—gz ( )

Por otro lado, cuando el flujo es irrotacional, @ = V A0 = 0, (15.12) queda como
ov

P or

que, si se cumplen ademés las condiciones del Teorema de Bernoulli (flujo ideal, barétropo y
casi estacionario y con fuerzas maésicas que derivan de un potencial), se puede escribir como

+pV(0?/2) + Vp — pfm =0, (15.18)

2
V<%+w+U):Q (15.19)
que integrada da
2
S Hw+U = Ht), (15.20)

donde, en este caso, H es la misma constante en todo el campo fluido. Es decir, si ademas de
cumplirse las condiciones del Teorema de Bernoulli, el flujo es irrotacional, H tiene el mismo
valor en todas las lineas de corriente. O dicho de otro modo, cuando el flujo es irrotacional,
VH =0y H no varia espacialmente en el dominio fluido, mientras que si no es irrotacional,
OH/0! = v-VH = 0y H no varia a lo largo de cada linea de corriente, pudiendo tener
un valor diferente de una a otra. La cuestién estd en saber qué condiciones fisicas se deben
dar para que un flujo sea irrotacional y si hay alguna relacion entre flujos ideales y flujos
irrotacionales. La respuesta en la Seccién [15.5

15.4.  Flujos isentropicos

En ausencia de intercambio de calor (@), = 0), la ecuacién de la entropia ([15.5)) nos dice
que se conserva a lo largo del movimiento

Ds =0. (15.21)
Dt

Es decir, la entropia de las distintas particulas fluidas se conserva (permanece constante) en
el movimiento, lo cual es consecuencia de que se han despreciado todos los efectos disipativos.
Estos flujos se denominan isentrépicos. Asi, si todas las particulas fluidas tuvieran la misma
entropia sy en algun instante (por ejemplo, si todo el fluido tuviese inicialmente la misma
temperatura y presién), la entropia serfa la misma en todo instante en la regién ocupada por
las mismas particulas fluidas. Estrictamente, esto seria un movimiento isentropico.
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Si el flujo, ademdas de satisfacer (), = 0, fuera casi estacionario, la ecuacién ([15.5|)
implicaria que la entropia se conserva a lo largo de las lineas de corriente. En efecto:
~ 0
Ds 0 ds
— = v-Vs=v— =0, s=s¢t 15.22
= b{ ¥ =0, s =slt), (15.22)

donde sg es una constante para cada linea de corriente. Si sy es la misma para todas las
lineas de corriente, la entropia de todo el campo fluido seria la misma en cada instante, pero
podria variar de un instante a otro a través de las condiciones de contorno; esto es lo que se
denomina un flujo homentrépico: aquél en el que Vs = 0, pero ds/0t puede ser distinto de
cero, aunque la variaciéon de s con el tiempo debe ser muy lenta para que el flujo se pueda
considerar casi estacionario (St < 1).

Una particularidad de los flujos isentrépicos (y homentrépicos), con ds = 0 en todo el
campo fluido o a lo largo de las lineas de corriente, es que son a su vez barétropos. De
se tiene que

dh = Tglé'g]r %p = % = dw (15.23)
siendo, por tanto, la funcién barotropia igual a la entalpia. Por tanto, las condiciones (I)
y (III) del Teorema de Bernoulli (flujo ideal y barétropo) se cumplen implicitamente para
los flujos isentrépicos. Si, ademads, el flujo es casi estacionario, condicién (IV), y las fuerzas
masicas sobre las lineas de corriente derivan de un potencial, condicién (II), se verifica ([15.16]).

15.5. Teorema de la circulacion de Kelvin. Movimientos irrotacionales

El teorema de la circulacion de Kelvin es un resultado muy general y relevante relacionado
con los movimientos ideales, que tiene implicaciones muy importantes en la rama de
la Mecanica de Fluidos que se suele denominar aerodindmica. Aunque en este curso
introductorio a la Mecanica de Fluidos no se va a ver ni la teoria basica de la aerodindmica ni
aplicaciones aeronauticas, es importante que los estudiantes conozcan este resultado general,
que aqui tiene cierta importancia pues permite entender la relacion que existe entre las dos
versiones de la ecuacién de Bernoulli expuestas en la seccién[I5.3] ya que permite establecer las
condiciones fisicas concretas que deben darse para que un movimiento pueda ser irrotacional.

El teorema dice: Sea un flujo de un fluido no viscoso, barétropo en donde las fuerzas
maésicas derivan de un potencial U, y sea C(t) una curva cerrada que se mueve con el fluido.
Entonces, la circulacion

r:/ 7-dl (15.24)
o(t)

alrededor de C(t) no depende del tiempo. Para demostrarlo, hallamos la derivada sustancial
de la circulacion:

DI D
Dt Dt Jow
El segundo término es idénticamente nulo puesto que Ddl; /Dt = dv (ver figura ) y

la integracion es sobre una curva cerrada. Por otro lado, de la ecuacion de cantidad de
movimiento bajo las hipdtesis del teorema se tiene que

. Di - Ddl
godl= | = -di G 15.25
! . Dt +/CU Dt ’ (15.25)
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Figura 15.3: Teorema de Kelvin.

Dy

D7 =
donde Vw = Vp/p; es decir, la aceleracion Dv/Dt deriva del potencial w + U. Como
V(w+U)-dl = [0(w+ U)/dldl,

—V(w+U), (15.26)

Dr
— =—[w+Ul¢ =0, (15.27)
Dt
al ser una curva cerrada, con lo que queda demostrado el teorema.
Como consecuencia de este teorema, si inicialmente la circulacion a lo largo de cualquier
curva cerrada del flujo es cero, esta permanecera siendo cero en todo instante posterior. Por

el teorema de Stokes se tiene que

F:/ﬁ-df:/w-dg, (15.28)
C S

donde S es una superficie que se apoya en C. Por tanto, como corolario del teorema de
Kelvin, si el movimiento de un fluido ideal y barétropo en presencia de fuerzas mésicas que
derivan de un potencial es inicialmente irrotacional (por ejemplo, si parte del reposo o de un
movimiento uniforme), permanecera siempre irrotacional.

Se debe observar que la formulaciéon en términos de circulaciéon es mas general que en
términos de vorticidad, puesto que aunque se ha hecho la hipétesis de un flujo ideal, esta
hipétesis solo afecta al fluido contenido en la curva C(t); si las fuerzas viscosas son importantes
fuera de la curva C, no afectaria a la invariancia de la circulacion alrededor de C'. Por otra
parte, al pasar de hablar de circulacion a hacerlo de vorticidad, se hace uso del teorema de
Stokes, y las conclusiones respecto a la invariancia de la irrotacionalidad son solo vélidas si
la region fluida es simplemente conexa, es decir, si es posible construir una superficie S que
se apoye en C'y que esté completamente inmersa en el fluido. Este matiz tiene relevancia en
aerodinamica.

En relacion a las dos formulaciones de la ecuacién de Bernoulli, el teorema de Kelvin
establece las condiciones para que un flujo sea irrotacional y, por tanto, permite saber cuando
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ECUACION DE BERNOULLI A LO LARGO DE ECUACION DE BERNOULLI EN TODO EL
UNA LINEA DE CORRIENTE FLUIDO

Flujo ideal (Re > 1) Flujo ideal (Re > 1)

Flujo isentrdpico T
o Vp/p— U s
Flujo barétropo (Vp/p = Vw)| (Re > 1, Q, = 0) | Flujo barétropo (Vp/p = Vw) > 3
- <L og
Fuerzas mésicas conservativas  ( f,, = —VU) Fuerzas masicas conservativas ( f,,, = —VU)| | S.
© 3

Flujo casi-estacionario (St < 1) Inicialmente irrotacional -

Flujo casi-estacionario (St < 1)

Figura 15.4: Condiciones de validez de la ecuacién de Bernoulli, de los flujos isentrépicos y de los flujos irrotacionales.

se puede aplicar la ecuacion de Bernoulli en todo el movimiento fluido y no solo a lo largo
de las lineas de corriente. Como consecuencia de las premisas del teorema de Kelvin se tiene
que, realmente, la tnica diferencia entre la formulacion de la ecuacién de Bernoulli a lo
largo de las lineas de corriente y la formulacion en todo el fluido estriba en que en la segunda
formulacién, mas general, se exige que el movimiento sea inicialmente irrotacional, o provenga
de una region irrotacional, solo eso. La figura [15.4] resume de forma més clara esta diferencia,
donde también se hace uso de los resultados de la seccién [15.4

15.6. Conservacion de las magnitudes de remanso

Para terminar esta leccion sobre resultados generales aplicables a los flujos ideales, se
establecen a continuacion otros requisitos ligeramente distintos a los anteriores bajo los cuales
las ecuaciones de la energia y de cantidad de movimiento se integran y adquieren una forma
particularmente simple.

Consideremos un flujo ideal casi estacionario, en el que no hay aportes volumétricos de
calor (@, = 0) y en el que las fuerzas mésicas pueden despreciarse (como ocurre en la mayoria
de los flujos de gases). En este caso, de las ecuaciones y , se desprende que tanto
la entropfa como la entalpia total o de remanso, h+v%/2, se conservan a lo largo de las lineas
de corriente:

s = So, (15.29)

h+v?*/2 = hg. (15.30)

Asi, tenemos dos primeras integrales de movimiento que facilitan enormemente la resolucién
del problema. Noétese que la ecuacion de conservacion de la entalpia de remanso es equivalente
a la ecuacién de Bernoulli (y, por tanto, a la ecuacién de cantidad de movimiento), puesto
que si el flujo es isentropico la funcion de barotropia coincide con la entalpia y como se han
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despreciado las fuerzas maésicas, de ((15.16|) se tiene

v? v?
H=—+4+w+U=—+h=hy. (15.31)
2 2
Si, ademds, las lineas de corriente partiesen de una regién donde las propiedades son
uniformes, la entropia y la entalpia de remanso serian constantes en todo el campo fluido.
Las magnitudes de remanso representan, fisicamente, las magnitudes que tendria un
fluido al ser decelerado desde la velocidad v hasta la velocidad nula de forma isentrépica
y estacionaria y en ausencia de fuerzas masicas. Por tanto, la conservaciéon de la entalpia
de remanso sugiere la introduccion de otras magnitudes de remanso, como la presion, la
temperatura y la densidad de remanso, asociadas todas ellas a la entalpia de remanso y a la
entropia. Asi, para un gas perfecto se tiene

h
To = =2, Po _ R,Ty, p_g = constante, (15.32)
¢ po n

donde la ltima relacién proviene de la conservacion de la entropia de un gas perfecto (8.39).
Con la introduccion de estas nuevas magnitudes de remanso, se pueden obtener 7', p y p en
funcién de las magnitudes de remanso, Ty, po y po (las cuales se conservan a lo largo de las

lineas de corriente) y del nimero de Mach, M =v/a =v/\/yR,T"

% - (1 + %MQ)W_U , (15.35)
% _ (1 N WT—1M2>W_”_ (15.36)

Por otro lado, para un liquido (p = constante), como la entropia solo depende de la
temperatura (ver §8.6), s = sy implica que

T="T,, (15.37)

y de la definicién de h, teniendo en cuenta que la energia interna es también constante al
serlo la temperatura, (|15.30]) se escribe

’02

p‘i‘ﬂg = Do, (15.38)
que define la presion de remanso en un movimiento incompresible. Es decir, si p es constante,
la conservacién de la entalpia de remanso se convierte (se sustituye) por la conservacién de la
presién de remanso y la conservacion de la entropia implica que el movimiento es isotermo.

Para que las relaciones mostradas tanto para gases como para liquidos sean validas,
es decir, para que se conserven las magnitudes de remanso, se tienen que verificar ciertas
condiciones que resumidas son:
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I flujo ideal (viscosidad y conductividad térmica despreciables, Re > 1);
IT fuerzas masicas despreciables;

IIT movimiento sin adicién o eliminacién de calor (Q, = 0); y

IV movimiento casi estacionario (St < 1).

Las condiciones I y III pueden agruparse en una sola, que el movimiento sea isentropico.
Verificadas, por tanto, las condiciones I-IV y conocidas las condiciones de remanso, se
necesitara conocer M, para gases, o v, para liquidos, para conocer cualquier otra magnitud
fluida. En un movimiento particular, M o v se obtienen de la otra ecuacién que falta, la
de continuidad, que es la unica que habra que resolver. Pero las relaciones anteriores son
generales, independientes del movimiento concreto, siempre que se cumplan los requisitos
enunciados.

15.7. Ejemplo de aplicacion

El depdsito cilindrico de seccién A de la figura contiene un liquido de densidad p hasta
una altura inicial de Hy. El depdsito descarga su contenido a partir de ¢ = 0 por un agujero
de didmetro D (siendo D* < A) hecho en su fondo. Suponiendo que el movimiento se
puede considerar como ideal, obtener la ecuacion diferencial que gobierna la evolucién de la
superficie libre del liquido H(t) con el tiempo. Dar también las condiciones bajo las cuales la
solucion obtenida seria valida.

— — = - Volumen de control V,(t)

A

A
\J

n

I :
|
|

3

Q
1

Q)

Figura 15.5: Descarga de un depdsito por un agujero en su fondo.
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Del Principio de Conservacion de Masa aplicado sobre V.(t) se tiene:

d

dt V(1)
d N
— pdV+/ p(U—1,) - 1dS =0,
dt Jy,.) Se(t)

donde, para obtener la segunda ecuacién, se ha hecho uso del Teorema de Transporte de
Reynolds. Su primer término de evolucién temporal se puede escribir como
d d dH

- AV = p— [Vi(t)] = pA=——
o Vc(t)pV po V)] = pA—r,

mientras que el segundo, el término convectivo, queda como:
Sobre Sparea: ¥ = (0,0,0) = T,

/ (¥ — ¥,) - 7idS = 0.
S.

pared

dH dH

Sobre Sppre: U= (0,0, %), . = (0,0,—), = (0,0,1),

/ p(5— 7.) - 7S = 0.
S

libre

Sobre Sguida: U = (—v,0,0),7. = (0,0,0), 7= (-1,0,0),

D2
/ p(T —T) - 1S = po’—— = pQ,
Ssalida 4

donde se ha tenido en cuenta que, al ser ideal, el perfil de velocidad a la salida es constante.
Agrupando todos los términos se tiene

dH 7 D?
AL —
P T =0
que se puede reescribir como
dH 7 D?
—A— = i 15.
7 v 1 (15.39)
Si definimos V' = T entonces
nD? 7 D?
—AV = —V=v—-r
v , VR
= -V <, (15.40)

debido a que, segtin el enunciado, D? < A.
La ecuacion (|15.39) tiene 2 incognitas: H y v. Por tanto, se necesita otra ecuacion mas
que, puesto que el movimiento se puede considerar ideal, es la ecuacién de Bernoulli, si se

cumplen los demas requisitos que ahora comprobaremos.



224 MECANICA DE FLUIDOS. R Fernéndez Feria y J. Ortega Casanova

Suponiendo que las condiciones del Teorema de Bernoulli se cumplen, lo vamos a evaluar
a lo largo de una linea de corriente. Supongamos la linea de corriente que va desde el punto
1 al 2 en la figura ! Las condiciones en 1 son: p = p,, z = H(t), v =V y (15.17)) da

4 2

Figura 15.6: Linea de corriente para aplicar Bernoulli.

V2 pa
Ho=-— 2 4m
2 p

Por otro lado, las condiciones en 2 son: p = p,, 2 =0, v = v y (15.17) da

2
v a
Hy= 2 4P
2 p

Puesto que la linea de corriente es la misma, se debe cumplir que Hy = H,, es decir,

VZ  pa v2 pg
__|_p__|_gH:_+p_
2 p 2 p

v —V? x0? = 2¢H,

donde en esta ultima se ha usado (|15.40)). Finalmente:
v=+/2g9H.

Por tanto, el par de ecuaciones para resolver las incognitas H y v, junto con la condicién
inicial necesaria, son

dH

D2
—AE :’Uﬂ—T, v = \/2gH, H(t=0) =H0.

Asi, combinando ambas, una unica ecuacién se puede escribir como

2
- A% - ”f V2gH, H(t =0) = H,,. (15.41)

'El mismo resultado se obtendria si aplicamos la conservacién de la presién de remanso entre los puntos 3 y 4, entre
los que las fuerzas maésicas son despreciables por ser un movimiento practicamente horizontal, siendo la velocidad en
3 despreciable en comparacién con la de 4 y la presién alli la dada por fluidostatica.
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Para resolver esta ecuacién se va a adimensionalizar a través de las variables adimensionales

H ¢
= — T = —
o, Y

to’
donde ty es un tiempo caracteristico. Por tanto, (15.41]) queda como

torD2\/2gHy dT n’

n

o simplificando
414\/ HO dT} . \/_
tomD2\/2g ) dr 1
Como los términos asociados a variables adimensionales son de orden unidad, también lo
debe de ser el término entre paréntesis. En efecto, si

4A+/Hy
tomrD?4/2¢g ’

de esta expresion se puede estimar £y como

4Av/Hy
7D2\/2g
En realidad, ¢y es una estimacién del tiempo que H(t) varia desde Hy a 0 (es decir, una

estimacién del tiempo de descarga del depésito).
Por tanto, (|15.41]) en forma adimensional queda como

to

dn
_E — \/ﬁ7

que integrada con la condicién inicial adimensional 7(0) = 1 proporciona la solucién que
estabamos buscando: )
-
—(-2)
1 < 2

2
t
H=Hy|1—— | . (15.42)
2ty

El tiempo exacto de vaciado t,, aquel para el que H = 0, es t,, = 2t¢, el doble que el estimado
to.

En la figura se muestra, en variables adimensionales, la evolucién temporal de la
superficie libre.

Una vez resuelto el problema, queda comprobar si se cumplen las hipétesis del Teorema
de Bernoulli que han sido utilizadas implicitamente en la obtencion de la solucién:

o de modo dimensional:

Fluido ideal: Se cumple si Re > 1;
Flujo casi estacionario: Se cumple si St < 1;

Flujo barétropo: Lo es, puesto que se trata del movimiento de un liquido con p =
constante; y



226 MECANICA DE FLUIDOS. R Fernandez Feria y J. Ortega Casanova

09r 1

0.8 1

0.6 d

<05 d

0.4r 1

0.2 1

0.1 1

Figura 15.7: Evolucién temporal de la superficie libre del liquido contenido en el depésito.

Fuerzas masicas derivan de un potencial, f,, = —VU: Se cumple, con U = gz.

Por tanto, sélo para las dos primeras hay que ver qué condicién implican. Por un lado, el
nimero de Reynolds se define como
pVel,

Re = .
]

que, usando L. = Hy y V. ~ /2gH,, se tiene

V2gH H, /2qH?
Re:p glig 0 _ giiy >
W v

1.

Por lo que Hy debe verificar

L\ 2/3
e ()"
29
Por otro lado, el nimero de Strouhal se define como

St = LC/VG.
to

Usando los valores conocidos de L., V. y ty, la condiciéon de movimiento casi estacionario

proporciona
Hy/\/2g9H D?
St — o/ giig _T <1,
4Av/Hy 4A
©D2,/2g

es decir,
D? < A, olo que es lo mismo, A > D?

condicién dada por valida en el enunciado del problema y no proporciona, por tanto,
informacion nueva.
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Resumiendo, para que la solucion (|15.42)) sea valida, la tinica condiciéon que tienen que

2/3
v
cumplir los datos del problema es que Hy > (—> .

V29
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CAPITULO 16

Discontinuidades en los movimientos ideales.
Ondas de choque.

16.1. Introduccion

Como se comentd en la leccion anterior, las soluciones de las ecuaciones de Euler, que
describen el movimiento ideal de un fluido, a veces presentan discontinuidades. En esta
leccion se abordard el estudio general del tipo de discontinuidades que se presentan en el
interior del flujo (en contraposicién a las que se producen sobre superficies solidas, o capas
limites, que se abordaran en la Leccion .

Se vera que el tipo mas relevante de estas discontinuidades se presenta siempre en flujos
ideales supersonicos, como, por ejemplo, en el flujo alrededor de un obstaculo ilustrado en
la figura [16.1] Desde un punto de vista fisico, la presencia del obstaculo se deja sentir en
el movimiento del fluido mediante la emisién continua de pequenas perturbaciones u ondas
sonoras que informan al fluido incidente sobre su presencia. Esta informacion, como sonido
que es, viaja a la velocidad del sonido a. Asi, si el flujo es subsénico (V' < a), las ondas
sonoras pueden avisar a la corriente incidente sobre la presencia del obstaculo, que asi se
amolda a su presencia bastante antes de llegar a él. Sin embargo, si la corriente incidente
es supersénica (V' > a), la informacién sobre el obstdculo no puede llegar a la corriente
incidente; las ondas sonoras emitidas por el obstaculo se agolpan a una corta distancia de él
y producen una discontinuidad denominada onda de choque. Aguas arriba de la onda de
choque la corriente no percibe la presencia del obstaculo. A través de la onda de choque el flujo
pasa de supersonico a subsénico (como se verda més adelante en esta leccién) de forma que
detras de la onda de choque la corriente se acomoda rapidamente en una distancia pequena
a la presencia del obstdculo. Una caracteristica, por tanto, general a todas las situaciones
en las que aparece una onda de choque es que el flujo es supersénico en alguna regién del
movimiento, pasando a subsonico a través de una discontinuidad.

Por supuesto, las presuntas discontinuidades no son tales en un flujo real, sino que son
regiones delgadas donde los gradientes de las magnitudes fluidas son tan acusados que en su
interior los fenémenos disipativos asociados a la viscosidad y a la conductividad del fluido
son importantes y la hipétesis de flujo ideal falla. A altos nimeros de Reynolds, Re — oo,
el espesor de estas regiones tiende formalmente a cero y, por tanto, desde el punto de vista
de la teoria de los movimientos ideales se consideraran como discontinuidades, sin estructura
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M>1
V >a

Figura 16.1: Flujo subsénico y supersénico alrededor de un obstéculo.

interna. En lo que sigue se derivaran relaciones cuantitativas generales de los cambios en las
magnitudes fluidas a través de estas discontinuidades.!

16.2. Ecuaciones de conservacion a través de una discontinuidad

Considérese una superficie con forma arbitraria a través de la cual las magnitudes fluidas
(U,py p) experimentan un salto finito. Para obtener las relaciones que ligan las condiciones
delante de la discontinuidad con las de detras, se aplicaran las leyes de conservacién de
masa, cantidad de movimiento y energia en forma integral a un cilindro infinitesimal como el
mostrado en la figura m(a) y cuyo volumen es dV = ds 9, siendo § la altura de la superficie
lateral que cruza la discontinuidad y ds el area de las otras dos superficies planas, paralelas y
tangentes a la discontinuidad en el punto considerado de ella, de normal unitaria 7. El area
ds verifica

ds'? ~ R>> 6, (16.1)

donde R seria el radio del cilindro. Este requisito es siempre posible ya que se trata de una
discontinuidad matemaética y, a pesar de que ds es también infinitesimal, 6 puede hacerse tan
pequeno como se quiera.

En la realidad, la discontinuidad tiene espesor finito, pero tiende a cero en un movimiento
ideal, es decir, en el limite Re — o00; la Unica limitacién sobre d es que debe ser lo
suficientemente grande como para que las dos superficies frontales del volumen estén inmersas
en el flujo ideal, lejos de la region de transicién donde los efectos disipativos son importantes.

El cumplimiento de la condicién (|16.1)) implica, por un lado, que los flujos de las
magnitudes fluidas a través de la superficie lateral del volumen de control son muy pequenos

LEl estudio de la estructura interna tiene relevancia cuando se estudian las discontinuidades que aparecen en los
procesos de combustién, como las detonaciones (que son un tipo particular de ondas de choque) y las deflagraciones.
El estudiante interesado puede consultar, por ejemplo, MILLAN BARBANY, 1975, o Ferndndez Feria y del Pino,
2006, Introduccion a la combustion (Universidad de Malaga). La estructura interna es también relevante, como se
verd, en las denominadas discontinuidades tangenciales. Aqui nos centraremos, sobre todo, en las discontinuidades
normales u ondas de choque, en las que el estudio de la estructura interna es rara vez relevante desde un punto de
vista ingenieril.
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zona 2 \Upa -0 Ut2

p2,p2 .7

44

zona 2

(a) (b)

Figura 16.2: Discontinuidad y volumen de control: (a) vista 3D y (b) vista lateral con propiedades fluidas a un lado y
a otro de ella. Las lineas rojas a trazos representan varias lineas de corriente, paralelas al vector velocidad, a un lado
y a otro de la discontinuidad.

comparados con los flujos frontales, es decir,

QU - 1dS <K QU - nidS (16.2)
Slat dsy,2
donde ¢ es cualquier magnitud fluida. Por otro lado, implica también que los términos
volumétricos de las ecuaciones de conservacién, proporcionales a dds/ty, donde ¢, es un tiempo
caracteristico asociado a la posible variacion temporal de ¢, son también despreciables frente
a los convectivos sobre las superficies frontales, de orden v - 71ids; es decir,

4 / odV < | &7-7dS. (16.3)
dt Ve S1,2

Con estas condiciones, la ecuacion de conservacion de masa se escribe, en un sistema de
referencia estacionario con la discontinuidad,

d

— pdV+/ pU-ﬁdS:/ pv-ndS =0; (16.4)

dt VC c c

/ pU-ﬁdS—i—/pU-ﬁdS—i—/pﬁ-ﬁdS:

Slat S1 Sa
51 82

Por la geometria del volumen de control infinitesimal, 77, = —7iy. Si definimos 7y = 7@ (ver
figura [16.2)), entonces 7i; = —1i, por lo que ((16.5)) se escribe

p1171 -nds = pg??g - 1ids. (166)

Teniendo en cuenta estas mismas consideraciones en la ecuacion de cantidad de movimiento
aplicada al volumen de control infinitesimal, se tiene

/ it - 7idS = — / piids, (16.7)
Sc

Se
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que evaluando solo en las secciones 1 y 2, proporciona
— p1(171 . ﬁ)??’lds + pg(ﬁz . ﬁ)f}’gds = (pl - pg)ﬁds (168)

Finalmente, la ecuacién de la energia total se simplifica a
/ ple +v*/2)7 - idS = —/ pv - 1idS, (16.9)

en donde se ha supuesto despreciable la posible generacion de calor en el interior del volumen
de control.? Evaluada en 1y 2, queda como

v\ L v\ .
—p1 el—l—g U1 - nds—+po €2+? Uy - TidS

= p1171 -nds — p2172 - nds.

(16.10)

Para escribir estas ecuaciones en su forma habitual, se descomponen en dos partes,
una para la direccién tangencial ¢ a la discontinuidad, y otra para la normal n. Para ello,
descomponemos el vector velocidad segin sus componentes t y n:

T =+ Ty, Ty =vnfl, vy =07, T =7 — v, (16.11)

Usando v,12 ¥ U2, las ecuaciones ((16.6)), (16.8) y (16.10) se escriben:

P1Un1 =P2VUn2, (16.12)

p1+ prvpy =p2 + pavps, (16.13)
101011 =P2Un2Us2, (16.14)

p1Un1 (b1 4+ 02 /2) =povna(hy + 03 /2), (16.15)

donde h = e + p/p.
Las discontinuidades fluidas descritas por las ecuaciones anteriores se suelen clasificar en
normales o tangenciales, en funciéon de que exista, o no, flujo masico a través de la misma.

16.3. Discontinuidad tangencial

En este tipo de discontinuidades no existe flujo masico a través de ella: v,; = v,z = 0 (ver

figura [16.3)). Por tanto, las ecuaciones de conservacion ((16.12)-(|16.15)) se escriben:

0 =0,
b1 =Dp2,
0 =0,
0 =0.

2Este término sf serfa importante en las discontinuidades que aparecen en los procesos de combustién mencionadas
en la nota anterior.
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P1

zona 1

T

P1

YV VYV

YV VYV

zona 2
P2

Figura 16.3: Discontinuidad tangencial

Como se observa, tres de ellas se satisfacen idénticamente para valores arbitrarios de
los saltos de las magnitudes fluidas (por ser ambos miembros nulos ) y la segunda implica
que en una discontinuidad tangencial p; = ps. Fisicamente, si las presiones fuesen distintas
implicaria la existencia de un flujo mésico a través de la discontinuidad, flujo que hemos
supuesto nulo. Las magnitudes pi, pa, U1, U2, h1 v ho pueden tomar cualquier valor. Por
tanto, en una discontinuidad tangencial son continuas las magnitudes p y v, y discontinuas
todas las demas.

1
I
-
D 7 Q\ o
. ) TER oL
I - — [
| — i - /I;b{- -
- -7 —
- b/ /

Figura 16.4: Ejemplos de discontinuidades tangenciales: (a) en el borde de salida de un perfil aerodindmico y (b) en
la descarga de un chorro de un fluido en otro.

Las discontinuidades tangenciales se forman cuando dos flujos ideales paralelos con
distinta velocidad (y, también, con distinta densidad y temperatura, en general) se ponen
en contacto, como, por ejemplo, en el borde de salida de un perfil aerodinamico, o en la capa
de mezcla de un chorro que descarga en el mismo, o en otro, fluido en reposo (ver ﬁgura.
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Las discontinuidades tangenciales no suelen perdurar mucho aguas abajo del lugar donde se
ponen en contacto las dos corrientes fluidas, pues el movimiento del fluido interno a la misma
suele ser muy inestable y la inestabilidad destruye la discontinuidad. Por ello, en estos casos,
el estudio de la estructura interna de la discontinuidad, no considerado aqui, es muy relevante

[ver figura [16.4|(b)]

16.4. Discontinuidad normal. Onda de choque. Relaciones de Rankine-Hugoniot

Discontinuidad normal es aquella en la que existe flujo masico normal a la superficie de
discontinuidad; es decir, v,; # vp2, con v, # 0, v,e # 0. Por tanto, las ecuaciones (|16.12))-
(16.15)) quedan:

P1VUn1 =pP2Un2, (16.16)
P1+ prvsy =pa + paviy, (16.17)
Uy =y, (16.18)

hy +v2/2 =hy +0v2/2. (16.19)

Como se observa, la entalpia de remanso se conserva a través de la discontinuidad, ecuacién
, pero no la presién de remanso [la magnitud conservada en (16.17)) no tiene nada que
ver con la presion de remanso|. Estas relaciones se suelen llamar de Rankine-Hugoniot.

Aparte de las ondas de choque, de las que se han mencionado algunos ejemplos y se
estudiaran algunos més en esta lecciéon y en la siguiente, otros ejemplos de discontinuidades
normales son los frentes de combustién comentados en la nota 1: las deflagraciones y las
detonaciones.

En lo que resta de leccion nos ocuparemos solo de un caso particular de las
discontinuidades normales: las ondas de choque en gases perfectos, que son las mas relevantes
en los movimientos fluidos ideales de interés en la Ingenieria.?

16.5. Curva de Hugoniot

De las relaciones ((16.16))-(16.19]) para un gas perfecto, teniendo en cuenta que h = LIE’
T—1p
se obtiene la siguiente relacién entre los saltos de presion y de densidad a través de una onda

de choque:

yHl_ 1
P2 _ —zlm_/m — (16.20)
P - p1/p2

relacion que se conoce como Relacién de Hugoniot.

El principal interés de esta relacion es que ayuda a distinguir de una forma grafica sencilla
qué tipo de ondas de choque son posibles en la practica. En las relaciones de Rankine-
Hugoniot se ha utilizado el Primer Principio de la Termodindmica [la conservacién de la

3Las ondas de choque en liquidos, que en el flujo en tuberfas se suelen denominar golpe de ariete, son también muy
relevantes en la Ingenieria Industrial, pero se consideraran en otra asignatura de la titulacion.
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)
2]

Curva de Hugoniot

—————— Curva isentropica

Figura 16.5: Curva de Hugoniot

energia ], pero no el Segundo Principio de la Termodindmica, que nos dice que la
entropia debe aumentar a través de la onda de choque, sy > s, pues en el interior de la
discontinuidad los procesos disipativos asociados a la viscosidad y a la conduccion de calor no
son, ni mucho menos, despreciables. Por tanto, no todos los saltos de las magnitudes fluidas
dados por las relaciones de Rankine-Hugoniot y, en particular, no todos los saltos de presion
dados por , son posibles, solo aquellos en los que sy > s;. Para ver cudles son los saltos
posibles se va a dibujar en una misma figura la curva de Hugoniot dada por junto
con la correspondiente curva para un proceso isentropico.

Si el proceso fuese isentrépico, es decir, si se cumpliera (para un gas ideal) que p/p? =
constante, se tendria para el salto de presiones

g—i - (%Y - (Pljm)v. o2y

La comparacion gréfica de ambas ecuaciones (figura nos indica que el proceso a través
de una onda de choque no es, como ya sabiamos, isentrépico. Sélo en torno a py/p; ~ 1,
cuando la onda de choque es muy débil, se puede decir que es casi isentrépica (ambas curvas
se solapan).? Como la entropia debe crecer a través de la discontinuidad, s, — s; > 0, usando

“Esto se puede demostrar matematicamente haciendo el desarrollo en serie de la Relacién de Hugoniot alrededor
de p2/p1 — 1 < 1 y compardndolo con desarrollo de la relacién isentrépica alrededor de p2/p1 = 1.
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Zona de compresion: Pz >1
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Figura 16.6: Curva de Hugoniot: rango de validez de la curva y ejes.

la ecuacién de estado en términos de la entropia, s = ¢, In (,%>’ se tiene que

_ v
%2 Sl:lnp—i—lnp—izln{@<ﬂ) ]zo; (16.22)
Cy P2 £1 P1 \ P2
es decir,
Y
[72 (&) } > 1. (16.23)
P1 \ P2
que usando ((16.20f) implica que
—1
Y (16.24)
y+1  po

Si esto lo reflejamos en la curva de Hugoniot se tiene la figura donde se muestra la parte
fisicamente vélida de la curva de Hugoniot junto con el rango de posible variacién tanto de
Z—; como de % resaltado en cada uno de sus ejes, lo cual implica que una onda de choque solo
puede ser de compresion, aumentando la presion a través de ella:

1< oo (16.25)

y4!

De esta manera se excluye la parte inferior de la curva de Hugoniot (parte a trazos en la
figura [16.6|), correspondiente a una onda de expansién, como fisicamente imposible. De estas
expresiones y de las relaciones de Rankine-Hugoniot se tienen las siguientes desigualdades
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para las restantes magnitudes fluidas:

- == S 17 (1626)

T
1< 2 =020 oo (16.27)
T, pip2
Mo vn2  [Th
0< = —4/—<1 16.28
Mnl Un1 T2 - ( )

donde M, es el nimero de Mach basado en la componente normal de la velocidad v,,. Se tiene,
por tanto que, a través de una onda de choque, la presion, la temperatura y la densidad del
gas aumentan [las dos primeras magnitudes pueden hacerlo indefinidamente y la densidad
hasta el limite dado por ], mientras que la velocidad y el nimero de Mach decrecen
(tanto en sus componentes normales como en sus valores absolutos, puesto que la componente
tangencial de la velocidad se conserva). En cuanto a las magnitudes de remanso, de las

relaciones (|15.33))-(15.36)), se tiene:

14 2=l v/(y=1) v gl
por _ po (1+ 75 M3) _ D2 (@ﬂ) > <@) , (16.29)

Por P1(14 %ME)W(”_I) 1\ por 2 Po1

puesto que, de ((16.22)), p2p] /p1py > 1. Como la entalpia de remanso se conserva,

Tog =Tp1, — = @7 (16.30)
01 Lo1

que, comparando con ([16.29)), se llega a

P02 7_1<1

Po1

de donde se deduce que, al ser v > 1, tanto la densidad de remanso como la presion de
remanso disminuyen a través de una onda de choque, mientras que la temperatura (entalpia)
de remanso se conserva:

Po2 < po1, Po2 < po1, Loz = To1. (16.32)

El hecho de que no se conserven todas las magnitudes de remanso es consecuencia de que el
flujo a través de una onda de choque no es isentrépico, con lo que estas magnitudes decrecen
al aumentar la entropia. Esto no incluye a la temperatura de remanso ya que la entalpia de
remanso si se conserva por ser la onda de choque un proceso donde no se realiza trabajo
alguno ni se intercambia calor y es casi estacionario dado que el espesor es tedricamente nulo
(cosa que no ocurre en un frente de combustién, donde se libera calor por reaccién quimica,
ni en una onda de choque que emitiera o absorbiera energia radiante).

16.6. Ondas de choque normales en gases perfectos

Para calcular cuantitativamente los saltos de las magnitudes fluidas a través de una
onda de choque mediante las relaciones de Rankine-Hugoniot es conveniente expresarlas en
términos del nimero de Mach de la corriente incidente. Aqui se va a considerar solo el caso
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Figura 16.7: Relaciones para las magnitudes fluidas detrdas de una onda de choque en funcién del nimero de Mach
normal de la corriente incidente para v = 1,4.
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méas simple de una onda de choque normal, que es ademas el que mas interés tiene para los
flujos ideales en conductos considerados en la leccion siguiente.

Una onda de choque normal es aquella en la que tanto la corriente incidente como la
saliente son normales a la onda: v} = 0, ¥ = v,7 = vr. Por supuesto, este tipo de ondas de
choque solo se pueden producir en movimientos unidireccionales. En este caso, las relaciones
de Rankine-Hugoniot — se suelen escribir en funcién del nimero de Mach de la
corriente incidente: )

v
M? = M? = a—% (16.33)
Teniendo en cuenta que se trata de un gas perfecto,

2
hzvzlgzva_l, (16.34)

después de ciertas manipulaciones algebraicas se llega a las siguientes expresiones que
relacionan los saltos de las magnitudes fluidas a través de una onda de choque normal en
funcién de ME:

va _p1_ 2+ (y=1)M7

— === , 16.35
v P2 (v + )M ( )
P _ 2yMp+1-1 (16.36)
D1 v+1 ’
Ty (v + 1)2M? ' '
Por otro lado, el nimero de Mach de la corriente detras de la onda es
> 24+ (y—1)M?
M2 = M2 =2 = ! 16.38
2 n2 a% 27M12 +1— ~ ) ( )
y la diferencia de entropia
()]
“ PrAp (16.39)

I [27M12+ 1—~ (Q—I— (v — 1)M12>7]
B v+1 (v + 1) M?

Finalmente, teniendo en cuenta las ecuaciones ([15.33)—(15.36]), las correspondientes
expresiones para la presion y la densidad de remanso son:

DPo2 _ Po2 [ M2(y +1)0+D/y }v/(v—l)
po1 por L[2+ (v = 1)MZ)[2yM}E 4+ 1 — A/

Las relaciones anteriores permiten obtener las magnitudes fluidas detras de una onda de
choque normal de un gas perfecto conocidas las magnitudes delante de la onda de choque y
el nimero de Mach incidente (y, por supuesto, 7, que depende del gas en cuestién). Algunas
de estas relaciones se presentan en la figura m para v = 1,4 (para un gas diatémico y, por
tanto, valen para el aire de forma aproximada).

(16.40)
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Una propiedad muy importante de las relaciones anteriores, consecuencia del Segundo
Principio de la Termodinamica, es que el nimero de Mach incidente es siempre mayor o
igual a la unidad, mientras que el nimero de Mach normal detras de la onda de choque es
siempre menor o igual a la unidad. En efecto, tomando, por ejemplo, la expresién ((16.36]),
como py/p; > 1 por ser s, — s > 0, se tiene que

2yMP +1—y >y +1, (16.41)

que implica M2 = M? > 1. Por otro lado, de (16.38) se tiene que, para M7 — 1 (onda de

choque débil), M2, — 1, mientras que para M? — oo (onda de choque fuerte), M2, — “’2—_71;

es decir, 72—_71 < M2, <1 (para aire, 0,378 < M,,» < 1). Esto quiere decir que a través de una
onda de choque normal el movimiento del gas, relativo a la onda de choque, pasa siempre de
supersonico a subsénico, siendo ello consecuencia del Segundo Principio de la Termodinamica.

Figura 16.8: Geometria de una onda de choque general.

16.7. Ondas de choque no normales

Las ondas de choque normales solo se producen en movimientos unidireccionales. En flujos
bidimensionales y tridimensionales (supersénicos, pues las relaciones anteriores en términos
de M, siguen siendo vélidas localmente y siempre se tiene que M; > M,; > 1), las ondas
de choque dejan de ser planos perpendiculares al movimiento del fluido, es decir, dejan de
ser ondas de choque normales, y las superficies de discontinuidad pueden adoptar cualquier
forma, que vendra dada por la combinacién de las ecuaciones de Euler para el flujo ideal
correspondiente y las relaciones de Rankine-Hugoniot. En ellas, la componente tangencial de
la velocidad ya no es igual a cero, U, # 0, por lo que My > M,s (ver figura y puede
ocurrir que M5 no sea menor que la unidad, aunque M,,5 sera siempre menor que la unidad,
como se ha visto en la secciéon anterior.

Aunque en este curso introductorio a la Mecanica de Fluidos no se van a estudiar
estas ondas de choque no normales (ver, por ejemplo, FERNANDEZ FERIA, 2005), si es
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(c)
0> B

My > 1 Ay >1

(d)

.
V> s

Figura 16.9: Ondas de choque en flujos sobre cunas y esquinas. Si § > 0,4, la onda de choque se separa.

interesante comentar que los casos mas sencillos se dan en flujos bidimensionales supersonicos
en esquinas y cunas esbeltas, como los ilustrados en la figura[16.9 con la aparicién de ondas
de choque oblicuas planas siempre que el angulo ¢ de desviacion de la corriente sea menor
que un determinado méaximo dado por las relaciones de Rankine-Hugoniot. De hecho, para
abordar la resolucién de una onda de choque oblicua, se utilizan las relaciones f,
que seguiran siendo vélidas, pero reemplazando v y M por las componentes normales v,, y
M, de la onda de choque oblicua, y expresando localmente M; y M; en funcién de M,,; y
M,,2, respectivamente, y de los dngulos 0 y [ (ver figura .
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CAPITULO 17

Movimientos ideales en conductos

17.1. Introduccion

En esta leccion se considerard el movimiento ideal y sin generacién de calor (flujo
isentrépico) en conductos de seccién lentamente variable. Es decir, se considerara que @, = 0
y que se cumplen las condiciones

D D D
2 < 1, Ref >1y Pef > 1, (17.1)

donde D y L son un diametro caracteristico y una longitud caracteristica del conducto,
respectivamente. La primera condicion y la ecuaciéon de continuidad permiten suponer que el
flujo es casi unidireccional: Vp ~ (D/L)V <V, donde Vr y V son velocidades caracteristicas
transversal al eje del conducto y longitudinal al mismo, respectivamente. Ademds, usando
D/L < 1, de la ecuacién de cantidad de movimiento se tiene que las variaciones transversales
de presién reducida son despreciables frente a las variaciones longitudinales:!

Ar(p+pU)  pV? <D>2
~ P (2« 17.2
Ar(p+pU)  pV?2 L ( )

La segunda y tercera condicion de ((17.1]) nos dicen que los efectos viscosos y de conduccion
de calor son despreciables en las ecuaciones de cantidad de movimiento y de energia, es decir,
que el movimiento es ideal, que junto con (), = 0 nos dice que el flujo es isentropico, como se
ha dicho. Por supuesto, los efectos disipativos son importantes en una capa delgada cerca de
la pared del conducto cuyo espesor tiende a cero cuando ReD/L y PeD/L tienden a infinito
(ver Leccién [19).

Al no existir efectos disipativos, las magnitudes fluidas no van a depender, en primera
aproximacién (es decir, salvo en la capa limite sobre la pared antes citada), de las coordenadas
transversales al conducto, siendo asi uniformes en cada seccién del mismo. Por ello, en las
ecuaciones que se escriben a continuacion se supone que las magnitudes fluidas son funciones
solo de la coordenada longitudinal a lo largo del conducto, = (ver Fig. 7 y del tiempo
t. Estas ecuaciones se escribiran a continuacién para dos casos particulares que son los mas
comunes en la practica: el movimiento de liquidos y el movimiento casi estacionario de gases.

Wer seccién donde se consideré una situacién similar, pero con fuerzas viscosas dominantes. Se comprueba,
pues, que el hecho de que las variaciones transversales de la presién reducida sean despreciables es una cuestion
geométrica, que depende de la condicién D/L < 1, siendo independiente de que dominen las fuerzas viscosas o las de
inercia, o ninguna de ellas.
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Figura 17.1: Volumen de control diferencial.

17.2.  Movimiento de liquidos

La ecuacién de continuidad wunidireccional se obtiene aplicando el principio de
conservacion de masa en forma integral al volumen de control diferencial de la figura [17.1
Como la densidad es constante y la velocidad uniforme en cada seccién,

A
Av = (A+dA)(v+dv) = 8<8—U) =0, (17.3)
x
que nos dice que el caudal () = Av se conserva a lo largo del conducto,
A(z)v(z,t) = Q(t). (17.4)

Con las hipétesis discutidas en la seccién anterior, y suponiendo que las fuerzas masicas
derivan de un potencial U, se tiene que el flujo es irrotacional en el conducto en primera
aproximacién (es decir, salvo en la capa limite en la pared del conducto). Entonces, como
ecuacion de cantidad de movimiento se puede utilizar la ecuacién , pero reteniendo el
término no estacionario y sustituyendo ¢ por z:

ov 0 [v2 p
§+%(3+;+U>_0. (17.5)

Por 1ltimo, la ecuacién de la energia (entropia) dice que la temperatura debe ser constante
en el fluido por ser el movimiento isentrépico de un liquido (esta ecuacién no va a ser necesaria
al estar desacoplada de las anteriores, que se pueden resolver para v y p dados U, A y p).

Es conveniente escribir (17.5)) en términos de (). Sustituyendo, en primer lugar, en
Ov/0t, la ecuacién queda como

1 dQ 0 [(v® p B
A(x>%+%(5+;+[]>—0 (17.6)

2Obsérvese que al ser el flujo uniforme, todas las lineas de corriente son equivalentes.
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Integrando entre la entrada del conducto x = 0 y una seccién arbitraria x a lo largo del
conducto, se tiene, una vez sustituido v = Q /A,

2 T T
P N
<2A2+p+U>O— dt/o pTraad (17.7)

que proporciona la presiéon en una seccién arbitraria x dadas las condiciones en la entrada y
el caudal Q(t). Alternativamente, para obtener el caudal, se deben conocer dos condiciones
de contorno para la presion. Por ejemplo, si p+ pU = Py(t) en x =0y p+ pU = PL(t) en
x = L, sustituyendo en se tiene la siguiente ecuacion diferencial ordinaria para Q(t):

L
P s | - | @0 = 2, (1738)
dat Jo A(z) 2 |A%(L) A2(0) p

que se debe resolver con condicién inicial Q(t = 0) = Q. Una vez conocido Q(t), (17.4))
dard v(z,t) y dard p(z,t). Como se ha dicho, otra variante de interés de este problema
consiste en calcular Py (t) [o Py(t)] cuando Q(t) y Py(t) [o Pr(t)] son conocidos.

En el supuesto de que el flujo sea estacionario (o casi estacionario, St < 1), el
primer término de desaparece (en primera aproximacién en St) y la ecuacién ([17.8])
proporciona una expresion algebraica para el caudal:

Py(t) — Pr(t)

0 = 2A%(L)A2(0) Po(t) — Py(t)

= PO~ (D) ; . (17.9)

17.3.  Movimiento casi estacionario de gases

La ecuacion de conservacion de masa en forma integral aplicada al volumen de control de
la figura [17.1] en el caso de que se trate del flujo casi estacionario (St < 1) de un gas, se
escribe:

%(pUA) =0, pvA= G = constante, (17.10)

donde G es el gasto masico, constante a lo largo del conducto, pero que podria depender,
lentamente, del tiempo en el caso de que el flujo no sea estrictamente estacionario.

La ecuacién de cantidad de movimiento, en el caso de que las fuerzas masicas sean poco
importantes, como normalmente ocurre en gases, se escribe como (ecuaciéon de Bernoulli)

ov 109p o(v?/2) 10p
ov . top g _ov/e)  1op 17.11
U@x+p8x ox +p8x ( )
Ademas, como el movimiento es isentropico,
0
a—i =0, s = sy = constante, (17.12)

también es bardtropo, la funcién entalpia coincide con la barotropia (h = w) y la ecuacién

(17.11]) se puede integrar:
9 2
- (% + w) —0, (17.13)
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1)2 2

5 +w = % + h = hg = constante , (17.14)

que es equivalente a la conservacion de la entalpia de remanso.

Asi, tenemos tres primeras integrales del movimiento (17.10f), (17.12)) y (17.14)), segun las
H

cuales GG, so y hg son constantes a lo largo del conducto. Para un gas ideal, ((17.12)) se escribe

b Do

— = = = constante. (17.15)

P Po
Tenemos, por tanto, las mismas ecuaciones consideradas en la seccion m (obsérvese que
se verifican las condiciones de conservaciéon de las magnitudes de remanso analizadas en
aquella seccién), y se pueden utilizar las ecuaciones — que permiten obtener
las magnitudes fluidas en cada seccién x del conducto en funcién de las de remanso (que
se conservan a lo largo del conducto) y del nimero de Mach en cada seccién. El niimero
de Mach M (z) se obtendria de la ecuacién de continuidad, dada la seccién A(x) para un
conducto concreto. Esta metodologia se aplicara en la seccién siguiente al movimiento de un
gas en conductos convergentes-divergentes (toberas). Pero, previamente, se va a analizar con
més detalle la ecuacién de conservacién de masa (o continuidad) (17.10]) para tener una idea
cualitativa de como es el movimiento de un gas en un conducto de secciéon variable en funcién
del nimero de Mach.

La ecuacién ((17.10|) se puede escribir como

d(pvA) dA d(pv) dA v op
Ox 0=pv i " on R 0
1dA 10v 109p
Sl e e 17.16
Adx * v Ox + pOx ( )
Usando la definicién de la velocidad del sonido a® = dp/dp escrita como dp = a*dp (recuérdese

que el movimiento es isentrépico), la ecuacién (17.11)) se escribe

ov GQ@—O 1@_ v Ov

— +—— = = ——— 17.17
v@a:+ p Ox © p Ox a? 0x’ ( )
con lo que ((17.16|) queda
1dA+187J v@v_o (17.18)
Adr  vor a20x '
2
Finalmente, haciendo uso de M? = U—2 se llega a la ecuacién buscada para analizar el
comportamiento cualitativo del movimiento ideal de un gas perfecto en un conducto,
1dA 10v
—— = (M?—-1)-—. 17.19
Adx ( )v ox ( )

Si el flujo es subsénico (M < 1), un incremento de la seccién (dA/dx > 0) implicard una
disminucién de la velocidad y, de acuerdo con , un aumento de la presion, mientras
que una disminucién de la seccién provoca un aumento de velocidad y una disminucién de
la presién (ver el cuadro . Cualitativamente esto es lo que ocurre también en los flujos
incompresibles. Sin embargo, cuando el flujo es supersénico (M > 1) ocurre todo lo contrario:
un aumento de la seccién del conducto provoca un aumento de la velocidad y una disminucion
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dA | Ov
M<1 — | =— v(y M

dz | Ox (v M)

(M? —1)<0|>0| <0 = |:se frena.
(M?—-1)<0 | <0| >0 = 1:se acelera.

Cuadro 17.1: Comportamiento para M < 1.

dA | Ov
dz | Ox
(M? —1)>0|>0| >0 = 17:se acelera.
(M?2-1)>0 | <0| <0 = J:se frena.

M>1 v (y M)

Cuadro 17.2: Comportamiento para M > 1.

dA/dz =0

M<1:siAt=> M| M<1:siAl=M? ;
; M<1l:siAdl=> Mt M<1:siAt= M|

M>1:siAf=>M1t: M>1:siAl=M] M>1: si/u;sMy M>1:siAt= M1

(a) (b)

Figura 17.2: Conducto (a) divergente-convergente; y (b) convergente-divergente con variacién de magnitudes

de la presién (el flujo se hace mas supersénico atin), mientras que una disminucién del area
da lugar a una disminucién de la velocidad y a un aumento de la presién (ver el cuadro .
Finalmente, de se puede ver también que el flujo sélo podra ser sénico (M = 1) donde
la seccién presente un maximo o un minimo relativo, es decir, donde dA/dx = 0. De estas
dos posibilidades, como se muestra en la figura[I7.2] la tinica opcién fisicamente posible es la
segunda, esto es, solo se podrian alcanzar condiciones sonicas donde la seccién presente un
minimo relativo.

Por tanto, para expandir isentréopicamente un gas desde velocidad subsoénica a supersénica
el flujo debe transcurrir por un conducto convergente-divergente. La seccién de area minima
divide al flujo en dos partes, una subsonica aguas arriba y otra supersénica aguas abajo,
siendo sonica la corriente en la seccion de area minima, normalmente conocida como garganta.
Del mismo modo, para comprimir isentrépicamente un gas desde velocidad supersénica a
subsoénica, también debe fluir por un conducto convergente-divergente. De lo anterior y con
la figura[I7.2] claramente se observa que el flujo en una configuracién divergente-convergente,
es decir, en un conducto con un méaximo de area nunca puede ser sénico en la seccion de area
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maxima, puesto que si inicialmente M < 1, M decrece y se hace mas subsénico, mientras
que si M > 1, M crece y se hace mas supersonico.

En la siguiente seccién se derivardn expresiones cuantitativas para el flujo en conductos
(o toberas) convergentes-divergentes.? Por supuesto, el caso mas interesante desde un punto
de vista préactico es aquel mediante el cual el flujo es subsénico en la parte convergente, pues
la tobera permite obtener un flujo supersénico a partir del subsénico (por ejemplo, de un gas
en reposo).

17.4. Flujo isentrépico de un gas perfecto a través de una tobera convergente-
divergente

Consideremos una tobera convergente-divergente de seccién conocida A(z). Teniendo en
cuenta ({17.10]), junto con las relaciones ((15.33) [que son equivalentes a las ecuaciones
de cantidad de movimiento y energia (17.14)) y (17.15]), respectivamente], se pueden expresar
todas las magnitudes en cada seccién en funcion de las magnitudes de remanso y del
numero de Mach en cada seccién, M (z). Las magnitudes de remanso vendran fijadas por
las condiciones de contorno del conducto (por ejemplo, en la descarga de un depdsito, las
magnitudes de remanso son las del interior del depésito, donde la velocidad es nula) .

En efecto, de (17.10)),

G=pwA= poaoAMﬁi : (17.20)
Po Go
y usando las ecuaciones ((15.33)—(|15.36|) para expresar p/po v a/ag,
4 A\VeD

P _ <1 + 7—M?) , (17.21)

p 2

1/2 (y—1)/2 1 ~1/2
a_ (ﬁ@) _ (ﬁ) _ (1 Lt MQ) | (17.22)
ag Po p Po 2

se tiene

(v+1)/(2—27)
G = POCLOAM (1 -+ TMQ) .

(17.23)

Estas relaciones se completan con las ecuaciones ([15.33) y (15.36]) (reescritas de nuevo a
continuacién para facilitar su consulta):

T 1
a=1+ VTM{ (17.24)
-1 v/(v=1)
Po _ (1 + %W) . (17.25)
P

De esta manera, conocido el gasto GG, v y las magnitudes de remanso, la ecuacion ((17.23))
proporciona el nimero de Mach M en funcion del drea del conducto. Con este ntimero de

3La ecuacién es general, valida para gases reales, incluso si hay reaccién quimica, siempre que el flujo
permanezca como isentrépico, ya que sélo se han usado ecuaciones de conservacién.

“Este tipo de conductos se suelen denominar toberas Laval, en honor a Carl G.P. de Laval, ingeniero sueco que
presenté la primera tobera de este tipo en la Exposicién Universal de Chicago de 1893.
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‘A = A(x) conocida A = A(x) conocida

" ‘ = Ps Pmcr Ay =ar = b

Figura 17.3: Flujo isentrépico subsénico (a) y supersénico (b) en una tobera convergente-divergente para v = 1,4.

Mach M, ~, las magnitudes de remanso y las ecuaciones (17.21))—(17.22)), (17.24]) y (17.25), nos
permiten conocer todas las magnitudes fluidas en cada seccién x del conducto (la velocidad
se obtendria de v = a M).

Normalmente, el gasto G no es dato del problema sino que viene fijado por la condicién de
contorno de presion conocida a la salida de la tobera, ps. En ese caso, de la ecuacion ((17.25))
se puede obtener el numero de Mach a la salida M, correspondiente a p,, que sustituido en
(17.23|) proporciona el gasto G que circula por la tobera. Con él conocido se puede ahora
proceder tal y como se ha descrito en el parrafo anterior para obtener todas las magnitudes
en cada seccion de la tobera. Sin embargo, dada una tobera y una presién de remanso pg, la
solucion anterior no existe para todo valor de py, sino solo para un cierto rango de presiones
de salida y, fuera de él, para un valor concreto, como se vera continuacion.

Una situacién de especial interés por su sencillez en la obtencién de las magnitudes en
cualquier seccién de la tobera es aquella en la que se tienen condiciones sénicas (M = 1) en
la garganta o seccién de area minima. Cuando eso ocurre, las magnitudes en esa seccién se
denominan magnitudes criticas y se suelen denotar con un asterisco (*; ver figura .
Dado un gasto G, v y las magnitudes de remanso, el area critica de la garganta para que

M =1 se obtendria de (|17.23|),

a 1\ Ot/ (27=2)
(i) . (17.26)

A = —
PoGo 2
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El resto de magnitudes criticas (en la garganta) se obtienen de las expresiones anteriores con
M=1:

2 2 1/(v=1)
. 2 /o-b 9 \ /2
= , 0" =a* = a (—7+1> . (17.28)

Si se da entonces el caso de que el area minima A,, de la tobera es la critica, A, = A*,
sustituyendo ((17.26)) en ((17.23)) se obtiene una tnica ecuacién que da el nimero de Mach M
en cada seccién (conocida) de la tobera:

A 1 9 - 1 ) (v+1)/(2v—2)
— = | — 1+ —M ) 17.2
Ax M{7+1<+ 2 )} (17.29)

Asi, dada una tobera [es decir, dada A(x)], el nimero de Mach y, por tanto, todas las
magnitudes fluidas quedan especificadas en cada seccién a través de (17.29)), (17.21)—(17.22))

y (17.24)—(17.25)). El gasto G, critico, vendra dado por ((17.26]), mientras que el resto de
(17.27)—(17.28)

magnitudes criticas en la garganta vendran dadas por . Como consecuencia,
dada una tobera [A(z)] y un tipo de gas (7), esta solucién solo valdra para una determinada
presiéon a la salida de la tobera. Para facilitar el calculo de M en cada seccién, en la figura
dada al final de esta leccién, se representa la ecuacion para el caso de vy = 1,4
(aire). Téngase en cuenta que para cada relaciéon de dreas A/A* existen dos soluciones, una
subsénica para la parte convergente de la tobera y otra supersénica para la parte divergente
de la tobera. Una vez conocido M, los valores de po/p, To/T y po/p se obtendrian de (17.21]),
(17.24) y (17.25)), respectivamente.

Como se ha comentado, fijados pg y la relacion entre las areas de salida y de la garganta,
A,/ A*, la solucién isentrépica anterior con M = 1 en la garganta y supersonica a la salida se
presentara para una unica presion de descarga, que se obtiene de después de sustituir
el valor de M, que resulta de (17.29) con A;/A*. A esa presién en la salida la denominaremos
en adelante como p,y. Para ilustrar qué ocurre cuando la presién de salida no coincide con
Ds2, Se considerard el proceso de descarga a través de una tobera convergente-divergente, de
seccién A(x) conocida, desde un depdsito que contiene un gas a presion py a otro depdsito
con presion p, (< py) a medida que p, disminuye (ver figuras y [L7.4).

Si p, es muy proxima a py, es decir, existe una pequena diferencia de presién [valor de p;
de la figura[17.4](a)], el gasto que se estd extrayendo de la tobera es también pequetio (serfa
nulo si p, = po) y el flujo serd subsénico en toda ella, sin alcanzarse por supuesto condiciones
sonicas en la garganta. Los valores de las diferentes magnitudes fluidas se obtendrian como
antes se comenté: dado p,/po, proporciona M, que sustituido en (17.23) y con A
conocida nos da el gasto G. Con este gasto y, de nuevo, (17.23)) se puede obtener M = M(A),
es decir, el nimero de Mach en cualquier seccién A de la tobera, y asi todas las magnitudes
fluidas en cada seccién con ((17.21)), (17.22)), (17.24) y (17.25)), siendo v = a M.

Si se disminuye la presion p,, es decir, se aumenta la diferencia de presion entre la entrada y
la salida [valor de p, de la figura[17.4[b)] el gasto ird aumentando y también las velocidades en
la tobera, llegdndose a un momento en el que la maxima velocidad (que ocurre en la garganta)
se hace sénica [valor py de la figura [17.4)c)] teniéndose entonces M =1 en A = A4, = A*
(ver también figura . Para esa presién de descarga, el gasto es el critico y dado por

(17.26),
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~(r+1)/20-1)
1
s ) , (17.30)

G* = poa/()A* (T

que es el maximo gasto que puede descargar del depdsito con la tobera dada de area minima
Ay, (= A%), como se verd mas adelante.

Si se sigue disminuyendo p,, es decir, se aumenta la diferencia de presion alcanzandose,
por tanto, condiciones mayores a M = 1 [valores de ps, ps y ps, figura [17.4[(d)—(f)], lo tnico
que se modificard es el flujo en la regién divergente de la tobera (como se verd a continuacién)
pero no el flujo subsénico en la parte convergente, puesto que las condiciones sénicas estan
obligadas a ocurrir en la garganta que, como se vio, es la Unica seccion posible en la que
M = 1 puede darse. Este hecho hace que la parte del flujo en la region convergente no
se modifique, diciéndose entonces que la tobera se ha bloqueado, ya que cualquier variacion
de las magnitudes fluidas aguas abajo de la garganta no afectan al flujo aguas arriba de la
misma al ser soénica la velocidad en ella. Para la presién p, = psl, el flujo es subsénico e
isentrépico en toda la tobera (excepto en la garganta que es sénico) y viene dado por

(representada en la figura [17.7)), (17.21) y (17.24)—(17.25)), siendo M < 1. En la garganta
‘7 2 i? 17.28)

se tienen las propiedades criticas dadas por ((17.27 Esta solucién corresponde a la
rama subsoénica de la expresion . Si M > 1 en la zona divergente de la tobera, dicha
relacién solo fija la presion de salida pSQ, con lo que el flujo serd isentrépico en toda la tobera
Sl Pa = Ps2-

Lo que ocurre para presiones de descarga intermedias entre pg; y pso [valores ps, ps y ps,
figuras[17.4[(d)—(f)], es que la solucién no puede satisfacer las relaciones isentrépicas anteriores
y se produce una discontinuidad u onda de choque en la solucion, dejando de ser, por tanto,
isentrépica en toda la tobera.’ Lo que ocurre cualitativamente es similar a cuando un flujo
supersénico incide sobre un obstdculo (descrito en la Leccién : Si ps1 < Do < Ps2, la
corriente después de la garganta no puede adaptarse a las condiciones de descarga, puesto
que es supersonica; antes de la salida esta corriente supersonica pasa bruscamente a subsénica
a través de una onda de choque, adaptandose asi a la presion de salida. La posicién exacta de
la onda de choque se obtiene de resolver conjuntamente las relaciones isentrépicas anteriores
y las expresiones para una onda de choque obtenidas en la Seccién [16.6] Por ejemplo, si p,
viene dado por el valor ps de la figura se tiene una solucion isentrépica que es subsénica
en la parte convergente, sonica en la garganta, supersonica desde la garganta hasta un cierto
punto s y subsonica, y de nuevo isentrdpica (con magnitudes de remanso diferentes a las del
tramo isentrépico anterior), desde el punto s hasta la salida. En el primer tramo isentrépico
la presion de remanso viene dada por la presién de remanso del depdsito, py. En s se forma
una onda de choque normal donde aumenta la presién (punto pj) y disminuye la presién de
remanso (ver Seccién , de forma que la regién isentrépica pj—py detras de la onda de
choque tiene una presiéon de remanso menor que py.

La posicién de la onda de choque es tal que, para el nimero de Mach en el punto s [dado
por ], el salto de las propiedades a través de la onda de choque verifica que la soluciéon
isentrépica subsoénica que parte del punto p); satisface la condicién de contorno de p, = ps a
la salida. Para obtener la posicion de la onda de choque se suele proceder de forma iterativa:
conocidos p, y po, A* y el area de salida A,, se supone una posicion, es decir, una area A;
donde se encuentra la onda de choque; de las relaciones isentrépicas anteriores y puesto que

5Como se vio en la Seccién [16.5] a través de una onda de choque no se conserva la entropia, por lo que el flujo a
lo largo de una tobera con una onda de choque en su interior no es isentrépico.
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Figura 17.4: Efecto de la presiéon de descarga en el flujo en una tobera convergente—divergente.
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Figura 17.5: Diagrama de bloques para la resolucién del flujo en una tobera convergente-divergente con una onda de
choque interna (abreviada como o.c.i. en la figura). Los datos que se obtienen en los bloques azules se consiguen a
través de la figura [y las ecuaciones (17.21)), (17.24) y (17.25)], mientras que los del bloque rojo se obtiene de la

figura m

se tiene M = 1 en la garganta, se pueden obtener M; y demas propiedades delante de la onda
de choque, en particular p;/po; con las ecuaciones — para una onda de choque
normal se determinan el nimero de Mach detréas de la onda, M, y demds propiedades detras
de la onda, por ejemplo pa/p1, py/po, donde pj es la nueva presién de remanso detras de la
onda de choque; con My y A; se obtiene, de , el drea critica A* correspondiente a la
nueva rama isentrépica subsénica para la parte de la tobera desde la onda de choque hasta la
salida, que junto con el area de salida A, proporciona el nimero de Mach a la salida M,; con
este numero de Mach se determinan pg/pj de , que finalmente proporciona p,, puesto
que se ha calculado la presion de remanso detras de la onda; si ps # p,, es decir, si la presién
necesaria a la salida para que la onda de choque esté en la seccién que hemos supuesto es
diferente de la presién que realmente existe, lo que quiere decir es que la posicion estimada
para la onda de choque no es correcta, se ha de volver a suponer un nuevo valor de A; y se
repite el proceso hasta que ps =~ p,. Este proceso iterativo se describe a modo de diagrama
de bloques en la figura [17.5]

Si p, viene dada por la presiéon ps de la figura la onda de choque normal se produce
justo a la salida de la tobera. Para p, menores se producen ondas de choque oblicuas, ya que
la intensidad del salto de las propiedades es menor que en una onda de choque normal, para
un nimero de Mach dado. Para p, = pss, el flujo es isentrépico en toda la tobera y se dice que
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sl Do

Figura 17.6: Efecto de la presién de descarga en el flujo

la tobera estd adaptada (las toberas convergente-divergente se disefian para que ocurra este
tipo de flujo). A la salida de la tobera se produce una discontinuidad tangencial que suele
ser inestable. Para p, por debajo de pso, la tobera no es capaz de expandir isentropicamente
al gas como para que descargue a esa presion, por lo que sigue expandiéndose detras de la
salida de la tobera mediante una expansién que se denomina de Prandtl-Meyer.°

Respecto a la evolucion del gasto en funcion de p,, evidentemente cuando p, = pg el gasto
es nulo y a medida que p, disminuye el gasto va aumentando hasta que, para p, = ps1, se
hace igual al critico G*. Como para p, < ps1 se dan siempre las condiciones criticas (sénicas)
en la garganta, el gasto seguira siendo el critico. Este comportamiento se muestra en la figura
17.6. Téngase en cuenta que lo que se muestra en dicha figura es la variacién del gasto con
la presién en la seccion de salida y que, una vez fijada ésta, el gasto no varia a lo largo de
geometria, de acuerdo con ((17.10)).

Para terminar esta leccion es conveniente recordar que una vez que p, es inferior a ps; = p*,
el flujo en la regién convergente de la tobera no se modifica (ver figura , por mas que se
disminuya la presién de descarga, siendo sénicas (criticas) las condiciones en la garganta. Asi,
para una tobera solo convergente, el flujo es siempre subsonico e isentropico. Para p, = ps1
(ps1/po =~ 0,528 para aire), el flujo es sénico en la garganta y la descarga se produce con el
gasto critico G*. Para p, < ps1, se produce una expansion de Prandtl-Meyer a la salida de
la tobera, y el gasto permanece igual a G*. Este tipo de toberas constituyen, por tanto, un
dispositivo eficaz para fijar el gasto en una instalacion de gas. Es lo que se suele denominar
un orificio critico.

Referencias.

= J.D. ANDERSON;, 1990. Capitulo 5.

SEl alumno interesado puede consultar, por ejemplo, Fernandez Feria (2005), capitulo 22, para més informacién
sobre la expansiéon del tipo de Prandtl-Meyer.



CAPITULO 17. MOVIMIENTOS IDEALES EN CONDUCTOS

=« HW. LIEPMANN y A. ROSHKO, 1957. Capitulo 5.

= F.M. WHITE, 2004. Capitulo 9.

Material audiovisual sugerido:

Channel flow of a compressible fluid, by Donald Coles
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http://www.youtube.com/watch?v=JhlEkEk7igs&feature=related
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Figura 17.7: (a) Relacién de dreas e frente al nimero Mach segun la ecuacién (17.29)). (b) Detalle en torno a M = 1.



CAPITULO 18

Carga y descarga de depositos.
Compresores/bombas, turbinas

18.1. Introduccion

Como complemento a la leccion anterior sobre el movimiento ideal en conductos, en esta
leccion se presentan una serie de relaciones que proceden de las ecuaciones de conservacion
en forma semiintegral para la carga (o descarga) de depdsitos y para el movimiento ideal
de un fluido a través de compresores, turbinas y bombas. Las relaciones que se presentaran
son indispensables para resolver problemas practicos de flujos en conductos, ya que estos
conductos usualmente proceden o terminan en depdsitos y el flujo en ellos es impulsado por
un compresor o una bomba, o sirve para mover una turbina. Como se ha dicho, se utilizaran
las formas semiintegrales de las ecuaciones de Euler. Las relaciones obtenidas también seran
de utilidad como complemento para la resolucion de problemas relacionados con el flujo
turbulento en conductos que se veran en la ultima leccién de este curso.

18.2. Movimiento a través de un compresor

Consideraremos al compresor (o a la turbina, o a la bomba) como una caja negra instalada
en un conducto por el que circula flujo ideal (uniforme en cada seccién) con un gasto G. En
la seccién de entrada del compresor (seccién 1 en la ﬁgura las magnitudes fluidas seran
v1, p1 y p1 y en la seccion de salida (2) las magnitudes serian vy, py v po. El objetivo es
obtener una ecuacion que relacione las magnitudes en la seccién 2 con las de la seccion 1, y
con la potencia W que el compresor suministra al fluido. Supondremos, ademés, que no hay
aportes volumétricos de calor, ni conduccién de calor a través de las paredes, por lo que la
entropia se va a conservar a través del compresor. Como esta también se conserva a lo largo
del conducto, de acuerdo con el ejemplo mostrado en la figura la entropia seria igual a
la atmosférica, teniéndose entonces

P1 D2 DPa

s = 5, = constante; — = — = constante = — . (18.1)

P1 P2 Pa

Obviamente, el flujo nunca es completamente adiabatico en el compresor y siempre existen
pérdidas por friccién en las paredes fijas y en las partes moviles del compresor, por lo que la
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W
Compresor Vv
\ Turbi !
Pa - , r@ 5 ei p(t)
Pa e 6 | p(t)
Bomba ‘
/ Turbina hidr. T (t)

w

Figura 18.1: Movimiento a través de un compresor/bomba (turbina/turbina hidrdulica) para la carga (descarga) de
un depésito.

relacion anterior es una aproximacion, incluso si el niimero de Reynolds es muy grande. Sin
embargo, en la practica, se suele suponer que la forma de la ecuacion es correcta, y solo
se cambiaria la relaciéon de calores especificos v por un exponente experimental n. Aqui se
utilizara ~.

Por otro lado, la entalpia de remanso no se conserva debido al movimiento de las partes
moviles del compresor, que son las que le comunican energia al fluido mediante el trabajo de
las fuerzas de presion, aumentando, por tanto, su entalpia de remanso. De una forma algo
mas precisa, si aplicamos y evaluamos la ecuacion de la energfa en su forma integral [ecuacion
(8.7)] al volumen de control del compresor delimitado por las superficies de entrada 1 y salida
2 del mismo, por sus paredes laterales y por sus partes moviles, se tiene

2 2
G (62 + % + U2> -G (61 + % + Ul) = p1Av; — ppAsvy + W, (18.2)

donde se han despreciado los términos de trabajo de las fuerzas de friccién y el flujo de calor,
y se ha supuesto que las fuerzas mésicas derivan de un potencial U. Los términos de variacion
temporal también se han eliminado puesto que el movimiento de las palas del compresor suele
ser con velocidad constante y la energia total contenida en el volumen de control permanece
constante en el tiempo una vez que se ha llegado a un régimen estacionario de las magnitudes
fluidas a la salida. A la hora de evaluar las integrales de superficie en 1 y en 2, se ha tenido
en cuenta que las magnitudes fluidas son uniformes por la hipétesis de idealidad, siendo G
el gasto mésico que circula por el conducto. El término de W (potencia que el compresor le
comunica al fluido) procede del trabajo de las fuerzas de presién en la superficie de las palas
moviles del compresor, donde la velocidad del volumen de control no es nula. Estrictamente,
W es igual al trabajo por unidad de tiempo de las fuerzas de presion, de las fuerzas masicas
y de las fuerzas viscosas (friccién). Estas ultimas fuerzas, aunque despreciables en las otras



CAPITULO 18. CARGA Y DESCARGA DE DEPOSITOS. COMPRESORES/BOMBAS, TURBINAS 259

superficies del volumen de control, no suele serlo en las partes moviles, y su trabajo se pierde
en forma de calor, pero su efecto esta contenido en W al ser la potencia util que las partes
moviles del compresor le comunican al fluido.

Usando h = e + p/p, (18.2) se puede escribir como

v3 v?
G(@+§+UO—G(M+%+M>:WZ (18.3)

0, en términos de la entalpia de remanso, hy = h + v?/2,
G (hog + Uy — hgy — Uy) = W. (18.4)
Si, como es lo normal, Us ~ U;, entonces
G (hoy — ho1) =W . (18.5)

Por otro lado, si la energia cinética de la corriente es despreciable frente a su entalpia (que
ocurre si M? < 1), se tiene simplemente

G (hy — hy) = W. (18.6)

Frecuentemente se suelen utilizar las expresiones anteriores en funcién de la presién,
introducida a través de la entalpia. Asi, para un gas, quitando, por tanto, las fuerzas masicas

en (|18.4), utilizando ademads la relacion isentrépica ((18.1)) y teniendo en cuenta que la entalpia
de remanso se conserva a lo largo del conducto (hg; = hoa = hg) se llega a

2
Y P2 U Y Pa
W =G ——+————)
(V—lm 2 y—1p,

(yv=1)/~ .
—Gh, [(@) (1 + —1M22) - 1] ,
Pa 2

donde Ms es el nimero de Mach a la salida del compresor. Las relaciones anteriores valdrian
para el caso de una turbina sin mas que cambiarle el signo a W.

Para un liquido (p =constante), es decir, cuando en vez de un compresor tenemos una
bomba, la relacién isentrépica nos dice que To = Ty = T, y (18.5]) queda como’

(18.7)

W =Q (po2 — po1) = Q (Po2 — Pa) » (18.8)

donde la presién de remanso es ahora py = p + pv?/2, Q = G/p es el caudal que circula
por el conducto y se ha despreciado la diferencia de potencial de fuerzas masicas. En el caso
de una turbina hidraulica habria que cambiarle el signo a W en la expresion anterior y, en
ocasiones, no se podria despreciar la diferencia de potencial de fuerzas masicas si existiera
una considerable diferencia de altura entre la entrada y la salida.

!Téngase en cuenta que en este caso la configuracién de la figura en la que una bomba se utiliza para llenar
un depdsito cerrado no seria valida al ser la densidad constante.
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18.3. Carga de un depdsito

Las ecuaciones de conservacién de masa [ecuacién (6.2)] y energia [ecuacion (8.7))]
aplicadas y evaluadas sobre el volumen de control (constante) que incluye al depésito y
a su seccion de entrada se escriben, respectivamente,

or 18.
o G, (18.9)
V. dp
—— =Gh 18.1
v—1dt Ghoe, (18.10)

donde p y p son la presién y densidad, respectivamente, en el interior del depdsito (y
espacialmente uniformes), hq. es la entalpia de remanso en la seccién de entrada (ver figura
y se ha hecho uso de pe = p/(v — 1), valida para un gas perfecto.

Si al gas contenido en el depdsito le anadiésemos o elimindsemos un cierto calor por unidad
de tiempo () a través de las paredes del depdsito, las ecuaciones anteriores seguirian siendo
vélidas sin més que anadir un término @ en el segundo miembro de ((18.10)),

V. dp

vy —1dt

siendo () positivo en el caso de adicion de calor y negativo en el supuesto de que se extrajera
calor al fluido a través de las paredes. Por otra parte, si el volumen del depédsito no fuese
constante, este apareceria dentro de las derivadas temporales de las ecuaciones anteriores vy,

ademds, habria un término adicional en el segundo miembro de ([18.10)) correspondiente al
trabajo de expansién (o compresion) realizado por las paredes del depdsito: — f g, PU - Tids =

= Gho. + Q, (18.11)

—p 5. U-nids = —pdV/dt. Con este efecto y el de adicién/eliminacién de calor, las ecuaciones
de conservacién de masa y energia quedarian como
dpV
— =G 18.12
dt ) ( )
1 dpV av
———— = Ghge —p—. 18.13
=1 dt 0et@—p i ( )

El proceso de carga de un depdsito no es isentropico, incluso si Q = 0, ya que el chorro de
entrada se frena en el interior del depdsito, transforméandose su energia cinética en calor (o lo
que es lo mismo, en energia interna del gas en el depdsito). Obviamente, si la energia cinética
de la corriente de entrada fuera muy pequena en relacién a su entalpia, este efecto se podria
despreciar y el proceso de carga seria practicamente isentrépico (suponiendo, por supuesto,
Q) = 0). Esto ocurre cuando el nimero de Mach de la corriente a la entrada del depdsito es
muy pequeiio: hge = he +v2/2 = he[l + (y — 1)M? /2] ~ h, si M? < 1. Por tanto, haciendo
hoe = he = [v/(7 — D]pe/pe vy @ = 0 en las ecuaciones anteriores y eliminando dV/dt se llega

a
d i e
VPWM —~G (P _P)) (18.14)
dt Pe P
pero como la corriente es subsénica, p. = p, y al ser M? < 1, las variaciones de densidad
del fluido son muy pequefias y se cumple que p, =~ p, con errores del orden de M?2. Asi, el
segundo miembro de ((18.14]) es nulo y entonces se satisface la relacion isentrépica

L _ constante (18.15)
p’Y
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en primera aproximacién (con errores del orden de M?2). Por tanto, las ecuaciones que
gobiernan la carga de un depdsito adiabético (Q = 0) con M? < 1 se reducen a ((18.12)
y a la relacion isentropica ([18.15)).

Las ecuaciones ([18.12)) y (18.13)) también son validas para describir la descarga de un
depésito cambiando G por —G'y hg. por hys (donde s serfa la seccién de salida del depdsito).
El proceso de descarga es mucho mas simple que el de carga puesto que es isentropico si
@@ = 0. De hecho, la entalpia de remanso se conserva a la salida, ya que estamos suponiendo
que el fluido es ideal (y no hay friccién): hos = h = [v/(v—1)]p/p. Utilizando ahora el mismo
razonamiento que acabamos de ver para el proceso de carga, implicaria que p/p? = constante
(siempre que @ = 0).

Referencias.
» R. FERNANDEZ FERIA, 2005. Capitulo 23.
= F.M. WHITE, 2004. Capitulo 3.
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Ejercicios de ondas de choque, flujo ideal en
conductos y carga/descarga de depdsitos.

Ejercicios resueltos

1. En el interior de un cilindro, que inicialmente contiene un gas (aire, v = 1,4) en reposo
con densidad py y presién po, existe un pistén en x = 0 [ver figura [18.2(a)]. Este se
pone en movimiento en ¢ = 0 hacia z > 0 con una velocidad U, = constante [ver figura
18.2(b)]. Como consecuencia de ello, en la regién del gas hacia la cual avanza el pistén
se produce una onda de compresion que, finalmente, degenera en una onda de choque
[ver figura [18.2[(b)]. Obtener los saltos en las propiedades entre un lado y otro de la

onda de choque, y evaluar dichos saltos si la velocidad del piston fuera U, = .

(a) *I t = 0, fluido en reposo
(b) *l—pr v="Up LD v=0,t=1% >0
\ 4
AY

Onda de choque -’

(C) Uo — Up <+t Uo
zona 2: M> < 1 zona 1: M; > 1

Figura 18.2: Onda de choque generada por un pistén: (a) Pistén y fluido en reposo; (b) Pistén en movimiento con la
onda de choque generada; y (c) onda de choque vista en un sistema de referencia estacionario con ella.

Solucion.

Para poder aplicar las relaciones de Rankine-Hugoniot hay que usar un sistema de
referencia que se mueva estacionario con la onda de choque, figura M(C) De este
modo, la ecuacion para el salto de velocidades a través de la onda de choque, ecuacion
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(16.35), da
vy 2+ (=DM} Up—-U, 2+ (y—1M;

v (pF )M U  (v+1MZ (18.16)
siendo
My = %, (18.17)
Qo
y ag = \/ypT/po. La ecuacién se puede reescribir como
Uy—=Up  ao _ My—M, 2+ (y— Mg (18.18)

Uo agp M() (’Y+ 1)MO2 ’

donde M, = U,/ap. Ahora, de ([18.18) es posible despejar M,. Reorganizdndola se
obtiene:
2M§ — My(y +1)My — 2 =0, (18.19)

ecuaciéon de segundo grado para M, cuya solucién es

1 1\
My =220, + \/<i> M2+ 1, (18.20)

4 4

donde hemos elegido la solucién supersénica (M, > 1, correspondiente al signo + de la
raiz cuadrada). Con este numero de Mach conocido, el salto de densidades y de presiones
que se pedia a través de la onda de choque se obtiene, respectivamente, de (16.35)) y
(116.36)):
pr_pr_ _(HDME  pp_pp _ 2yMg+1-7 (18.21)
pr po 2+ (y+LME pi po y+1 '

Por otro lado, si en (18.20) usamos U, = ao/5, es decir, M, = 1/5, junto con v = 1,4
(por tratarse de aire), se obtiene My = 1,127. Usando este valor ahora en (18.21)) se

obtiene (ver figura

P2 _ 06, P2 —=1315, (18.22)

£o Po

encontrandose, por tanto, el gas comprimido por el pistén con una presion 1,1315 veces
mayor que la original del gas en reposo.

. La tobera convergente-divergente de la figura [18.3] se utiliza para descargar aire de un

depdsito que se encuentra a presion pg. Obtener la presion p, necesaria a la salida en
funcién de la presion del depdsito para que:

a) el flujo sea isentrépico en toda la tobera y subsénico con condiciones criticas en la
garganta;

b) el flujo sea isentrépico en toda la tobera y supersénico en la salida;

¢) el flujo sea isentrépico hasta la seccién de salida, con una onda de choque justo en
ella; y

d) aparezca una onda de choque en la parte divergente en una seccion A,. = 1,34,,.
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| As - 1,6Am

Po Pa

Figura 18.3: Tobera convergente-divergente

Solucion.

a)

Flujo isentrépico y subsénico con G*.

Como el flujo ha de ser isentropico en toda la tobera y con condiciones criticas en
la seccién de drea minima (garganta), dicha drea serd a su vez el drea critica y la
ecuacion ((17.29) nos permitird conocer el nimero de Mach en la salida y con él el
resto de las magnitudes en la salida, y en particular, el valor de la presién buscado.
En lugar de utilizarse la ecuacién es méas comodo usar la grafica para
obtener de ella el nimero de Mach conocida la relacion de areas. En este caso que
queremos conocer los valores a la salida necesitamos Ag/A*. En nuestro caso se
tiene que A;/A* = 1,6, por lo que de la figura se obtiene M, = 0,4 (solucién
subsonica) y de se puede obtener py/ps =~ 1,12, con lo que ps = 0,896py. La
evolucion cualitativa tanto de la presion como del nimero de Mach a lo largo de

la tobera se puede ver en la figura [18.4]

Flujo isentrépico y supersénico con G*.

Para este caso, de nuevo las condiciones en la garganta son criticas y la ecuacion
(17.29) nos dara el Mach a la salida. Como otra vez A;/A* = 1,6, la figura [17.7]
nos da ahora M; ~ 1,94 (solucién supersénica) y de Po/ps ~ 7,128, con lo
que ps ~ 0,14pg. La evolucion cualitativa tanto de la presién como del nimero de
Mach a lo largo de la tobera se puede ver en la figura [18.5]

Flujo isentrépico y una onda de choque justo en la salida.

La onda de choque aparece en la seccién de salida tal que As/A* = 1,6 y el flujo
sera isentrépico hasta esa seccién, subsoénico en la regién convergente, sénico en
la garganta y supersénico en el tramo divergente. Por tanto, hasta justo antes
de la onda de choque se puede utilizar la ecuacion y como la onda de
choque es de espesor despreciable, la parte de delante y de detras de la onda de
choque coinciden con la seccién de salida. Asi, usando A;/A* = 1,6 en (17.29) se
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p/Po (———) M (- )

0,896 |

0,528 |

I 0,4

Figura 18.4: Flujo subsénico

p/Po (———) M(----- )

0,528

0,14 |

_ - 1,94

Figura 18.5: Flujo supersénico

obtiene, 0 més comodamente de la figura [I7.7] para delante de la onda de choque
My ~ 1,94 y de Po/ps1 ~ 7,128, con lo que ps = 0,14p,. La presion a
la salida buscada sera la que hay detrds de la onda de choque, por lo que hay
que obtener las propiedades existentes al otro lado, para lo que se utilizaran las
relaciones 7, o de una manera mas facil, la figura . Asi, se obtienen
los siguientes valores para el salto de presion pg/ps; ~ 4,27, mientras que para el
nimero de Mach detréas de la onda de choque se obtiene M, ~ 0,586. La presién
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que nos interesa es pys, por lo que se obtiene py ~ 4,27ps; = 0,598py. La evolucion
cualitativa tanto de la presion como del nimero de Mach a lo largo de la tobera se
puede ver en la figura [18.6]

P/Po (——) M(----- )

0,598
0,528

- : 10,586

Figura 18.6: Flujo supersénico

d) Flujo con una onda de choque en A, = 1,34,,.

Para que aparezca una onda de choque en la parte divergente, el flujo se debe
hacer supersonico pasando para ello por condiciones sénicas. Dichas condiciones
solo pueden darse en la garganta (ver Seccién por lo que en ella se
tendran condiciones criticas, el gasto serd G*, A,, = A* y la ecuacién se
podra utilizar hasta justo delante de la onda de choque. Procedamos, entonces, a
obtener las propiedades delante de la onda de choque para, a continuacién, resolver
la parte subsonica tras ella hasta la salida. Como en la seccién que aparece la onda
de choque se tiene A,./A* = 1,3, de o mejor, de la figura , se obtiene el
Mach delante (subindice 1) de la onda de choque junto con la presién en esa seccion:
Moye, >~ 1,66y po/Doc, = 4,65. Ahora bien, con la figura y con M, ~ 1,66
se obtienen las propiedades detrds de la onda de choque (subindice 2) como, por
ejemplo, M,., ~ 0,654 y el salto de presiones de remanso pg2/po1 ~ 0,876 = po2/po,
donde pgs (= 0,876py) es la nueva presién de remanso detras de la onda de choque.
El tramo subsénico desde la onda de choque hasta la salida se resolvera como
perteneciente a otra tobera (ficticia) con presién de remanso pge, con condiciones
criticas en la garganta pero con una nueva (y desconocida) area critica A* y
de la que se sabe que en una determinada seccién existe un nimero de Mach
M,., = 0,654. Como el objetivo es obtener la presion en la seccién de salida,
necesitamos conocer primero la relacién de areas A, /A*'. Para ello, lo primero es
tratar de obtener A* y se consigue con (17.29) y el niimero de Mach conocido en
una seccién M,., = 0,654. Asi, ((17.29) (o la ﬁgurali.?[) proporciona A,./A* ~ 1,13
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P/Po (———) M(----- )

0,755
0,528

P R 1,66

A
...... /. )/: 1
-7 o k-\_ """""" 0,654
- | ST 0,465
C | | @
g oc S

Figura 18.7: Flujo supersénico con onda de choque

(ndtese que al evaluar el drea donde aparece la onda de choque no se usan subindices

pues ambas dreas coinciden). Este cociente permite obtener A = 0,885A4,. que
junto con Ay = 1,6A* hace que el cociente de areas buscado se escriba
A, __L6A 16 X A 1,808 x L 1,4 (18.23)
AY  0,8854,. 0885 A, 137 77 '

donde se ha hecho uso de la relacién conocida A,. = 1,34,, = 1,3A*. Esta relacion
de areas conocida permite finalmente usando (o la figura obtener
el nimero de Mach a la salida, M, ~ 0,465, asi como la relacién de presiones
Po2/ps = 1,16 de , que despejando ps y usando el valor conocido de pgy nos
da el valor de la presién en la seccién de salida en funcién de la del depdsito de
descarga: ps = 0,862pgs = 0,862 x 0,876pg = 0,755pg. La evolucién cualitativa tanto
de la presién como del nimero de Mach a lo largo de la tobera se puede ver en la

figura [18.7]

3. El depdsito cilindrico de seccién A de la figura tiene una tapa de masa M que

lo cierra a una altura Hy, desde su fondo y estd conectado a un compresor en su
parte inferior que permite llenarlo de aire, comunicandole una potencia W constante.
Suponiendo que el depdsito estd aislado térmicamente, con el aire inicialmente en su
interior en condiciones atmosféricas y que la energia cinética del aire a la salida del
compresor es despreciable, se pide obtener el instante de tiempo t,. en el que la
tapadera comenzard a ascender (suponiendo despreciable su rozamiento con las paredes
del depésito).

Solucion.

Para que la tapadera ascienda, la fuerza de presion que el gas en el interior del depdsito
ejerce sobre ella tiene que ser mayor que su peso mas la fuerza que la presién atmosférica
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DPa

Pa
Pa —

Figura 18.8: Carga de un depdsito con un compresor.

ejerce sobre la parte superior de la tapadera. Como ambas presiones son uniformes, la
condicion para que empiece a subir la tapa es

(p—pa)A=Mg; (18.24)
es decir, la tapadera empezara a ascender cuando la presion en el interior del depdsito
valga

M
P =D+ 79 . (18.25)

Para obtener la presion p hay que resolver la carga del depdsito a través del compresor.
Para ello tenemos en cuenta que el depdsito estd aislado térmicamente y que la energia
cinética del aire a la salida del compresor (entrada en el depdsito) es despreciable.
Estas dos condiciones aseguran que el proceso de carga es aproximadamente isentrépico.
De esta manera, las ecuaciones que gobiernan la carga del depdsito son (con volumen
constante, pues la tapa no ha empezado a subir):

d

d—f e (18.26)
% = constante = p_?/’ (18.27)
p Pa

donde G es el gasto (desconocido) que proporciona el compresor. Para cerrar el sistema
de ecuaciones necesitamos la del compresor:

TP 7 Pa
W = G (hoe — hy) ~ G(he — hy) = G P _ Da) 18.28
(e = ) = (b~ ) =6 (2 Tl ) (1829
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donde se ha tenido en cuenta que la entalpia de remanso a la entrada del compresor
es la atmosférica, que hg. >~ h. por ser despreciable la energia cinética a la salida del
compresor (entrada del depdsito, por ello el subindice e), y que la presién de salida del
compresor se ajusta a la del depdsito, p. = p. Para hallar la densidad p. se tiene en
cuenta que el proceso en el compresor es practicamente isentropico,

~

: (18.29)

(p%) o 1] . (18.30)

Sustitiyendo el gasto G de esta ecuacién y la densidad de ((18.27)) en ((18.26]), y utilizando
las variables adimensionales

bl?

IS kS
Q2

con lo que

W = Gh,

w - )W
77227 7= t=(7 ) t, (18.31)
Pa havpa pav
se escribe J .
n_
E 1 77(177)/7 ) (1832)
que hay que resolver con la condicién inicial
n(0) =1. (18.33)
El tiempo adimensional pedido 7,,. es aquel para el cual
My
1 . 18.34
n=1+ (18.34)
Como la solucién de ([18.32)-(|18.33)) es
T=n— v -1, (18.35)
se tiene 1
Mg Mg\
asc — T4 - 1 . 18.36
Tase = -7 v( +Apa) (18.36)
Dimensionalmente,
WV
S A (18.37)

tasc asc *
(y—-1W

Problemas propuestos

1. Para simular el efecto de succién que genera la corriente de aire que circula por debajo

de un automévil cuando este viaja a una velocidad V', se utiliza el siguiente modelo muy
simplificado. El fondo del automévil, de longitud 2L, se supone bidimensional y a una
distancia h(z) del suelo (ver figura [18.9)). El flujo de aire bajo el automévil se supone
incompresible, casi-unidireccional e ideal (desprecien también las fuerzas masicas). Con
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estas hipdtesis calculen la fuerza vertical por unidad de longitud F, que el aire ejerce
sobre el fondo del coche. Hallen explicitamente F, cuando

@zl—i—e{cos [7r (1+£>] —1}, (18.38)

0

L

en el limite € < 1.

—L T +L

Figura 18.9: Bajo del coche

2. Se desea evaluar las caracteristicas de un cohete que se utilizard para propulsar un
misil. En esencia el cohete consta de un depédsito en donde se encuentra un gas a
presion p, constante y conocida y de una tobera convergente-divergente de area de salida
As = 2A,, (ver figura . En particular se desea conocer el empuje suministrado
por el motor del cohete y la relacion de presiones que debe existir entre p, y la presion
exterior en los siguientes casos:

a) Tobera adaptada.

(=

Onda de choque en una seccién tal que A/A,,;, = 1,2.

o

)
) Onda de choque en la seccién de salida.
)
)

d) Suponiendo que el depésito posee una tobera convergente de area de salida igual al
area minima de la tobera anterior, calcular de nuevo el empuje para las relaciones

de presiones obtenidas en los apartados anteriores.

e) Discutir y comparar los resultados.

3. Un conducto circular de didmetro D y longitud L (> D) de la ﬁgura se encuentra
en posicién vertical y tiene su extremo superior tapado y el inferior abierto a la
atmosfera. En el interior del conducto hay un liquido de densidad p y viscosidad pu.
Si la longitud del conducto es inferior a una cierta longitud Lx, el liquido se mantiene
en el interior del cilindro por accién de la presion atmosférica. Sin embargo, si L > Lx
parte del liquido saldra por el extremo inferior del conducto hasta alcanzar una nueva
posicion de equilibrio. Con estas consideraciones, se pide:
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Y Po

Amin

Pa

Figura 18.10: Esquema del depésito y tobera convergente-divergente dentro del misil.

a) Longitud Lx. Supongan que la presién de vapor del liquido es practicamente nula
comparada con la atmosférica y desprecien la tension superficial.

b) Si L > Lx, escriban la ecuacién diferencial que describe el movimiento de la
superficie de separacion xzg entre el liquido y vapor en el tiempo. Supongan que
el movimiento del fluido se puede considerar como ideal (den los criterios para que
esto sea cierto).

4. Un deposito de seccion circular A de la figura [18.12] contiene un liquido de densidad p,

siendo su nivel inicial Hy. Conectado a su fondo existe un conducto vertical de longitud
L+ 1y didmetros D y d, ambos constantes (D?* < A, L > D, >> d) y unidos entre si,
que permiten el vaciado del depédsito a partir de t = 0. Suponiendo que el movimiento
del fluido por los conductos se puede considerar como ideal y casi-estacionario y que es
despreciable la pérdida de presién de remanso en la union de los dos conductos, obtener
la ecuacién diferencial que gobierna la evolucién de H con el tiempo. Simplificarla en
el caso de que d = D y | < L y, entonces, obtener el orden de magnitud del tiempo de
vaciado del depésito.

. El conducto en forma de U de didmetro constante D mostrado en la figura [18.13]

esta girando con una velocidad angular constante {2 alrededor de un eje vertical que
pasa a una distancia L /3y 2L/3 de los tramos verticales del conducto (ver figura[l8.13)).
Sabiendo que la altura inicial del liquido es H y que las fuerzas viscosas son despreciables
en el movimiento del liquido, se pide:

a) Justificar que el sentido del movimiento es el indicado en la figura.
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Ts

Pa
Q

Figura 18.11: Descarga de un tubo vertical cerrado por su extremo superior.

Pa

L,D

l,d

Q

Figura 18.12

b) Ecuacién diferencial para obtener h(t) y su valor final.
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¢) Criterios que han de cumplirse, en funcién de los datos del problema, para que los
resultados obtenidos sean validos.

DPa DPa

2L/3 ht)

1)

h(t) l

Figura 18.13: Tubo en forma de U girando con una velocidad angular (2.

Pa

Pa

L, D(x)
Figura 18.14: Descarga de un depdsito por un conducto de seccién variable.

6. Un depdsito circular de seccién A mostrado en la figura|18.14] contiene una altura inicial
de liquido hg. Este liquido, de densidad p, descarga a través de un conducto de longitud
L y de didmetro variable dado por D(z) = Dy + %l x, siendo Dy y D; los didmetros
a la entrada y salida del mismo, respectivamente, y con A > D2. Suponiendo que en el
movimiento el liquido se puede considerar como ideal, se pide:

a) Distribucién de presion a lo largo del conducto en funcién de h(t).

b) Ecuacion diferencial para calcular h(t). En el caso en que Dy = Dy, obtener el valor
final de h(t) y el tiempo caracteristico de vaciado.
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¢) Criterios para que los resultados anteriores sean vélidos.

7. El émbolo de masa M de la figura [I8.15 se mueve verticalmente y sin rozamiento al
tirarse de él mediante una fuerza F' constante y conocida, partiendo de una altura
inicial hg. Tras ello, el depdsito de seccion A se va llenando de un liquido de densidad
p del embalse de nivel constante Hy a través del conducto de longitud L y didmetro
D de la figura (A > D?). Sabiendo que el fluido se puede considerar como ideal en su
movimiento y que la velocidad del mismo en el depdsito es despreciable respecto a la del
conducto, obtener la ecuacién diferencial que proporcionara la altura del émbolo h(t)
en funcién de los datos del problema. ;Cuanto vale su valor final?

Integren la ecuacién diferencial anterior en el supuesto de que la masa M del émbolo
sea despreciable y si H > Hyy H > h. En este caso, jalcanzard h(t) algiun valor final?

A
Y

Q

L,D

Figura 18.15: Llenado de un conducto mediante un émbolo.

8. Se pretende estudiar la ascension de un liquido por un conducto vertical de didmetro
constante D y longitud L (L > D) como el que se muestra en la figura . Para
tal fin se emplea una bomba que proporciona una potencia W al fluido, el cual es
succionado desde la superficie de un embalse (ver figura . Suponiendo que el
fluido, de densidad p, en su movimiento se puede considerar como ideal y que entre la
bomba y el caudal @ que circula por ella existe la relacion W = Q(a+ b @), donde a y
b son constantes conocidas, se pide:

a) Par de ecuaciones diferenciales para calcular Q(¢) y h(t) en funcién de los datos
del problema.

b) Valor final h. que alcanzard h(t) en funcién de los datos del problema.
. Qué condicion se debe de dar para que el liquido llegue justo al final del conducto?

¢) Orden de magnitud del tiempo en alcanzar el valor final estacionario h,.

d) Cuando el liquido llena por completo el conducto, jcuédl es el caudal que
proporcionara la bomba en régimen estacionario?
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L,D

Q

/@\\\ W Pa

Figura 18.16: Ascensién de un liquido por un conducto a través de una bomba.

9. Para impulsar agua a gran velocidad se dispone de un conducto de area A lleno de agua
que termina en una tobera convergente de longitud mucho menor que la del conducto
y area minimo A, (ver figura . El agua es empujada por medio de un pistén de
masa despreciable y cuyo rozamiento con las paredes es también despreciable. Sabiendo
que el pistén se desplaza con una aceleraciéon constante ag, calcular la fuerza F(t) que
es necesaria ejercer sobre el mismo.

Da
F(t)

o
Q

As Pa

Figura 18.17

10. El depésito cilindrico de seccién A de la figura[I8.18| contiene en su parte inferior un gas
(de densidad pg, presion py, calor especifico ¢, y v = 1,4), inicialmente en condiciones
atmosféricas, y cerrado por su parte superior mediante un émbolo de masa M, situado
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11.

12.

-
Qy

Pa

M

pd(t), pd(t)

R

Figura 18.18: Compresiéon de un gas encerrado en un depédsito mediante un émbolo.

U

W (t)

inicialmente a una altura hgy. Por otro lado, un conducto de didmetro D, D? < A,
descarga un caudal constante () de un liquido de densidad p en la parte superior del
depdsito, que inicialmente esta lleno hasta una altura Hy. Debido al peso tanto del
liquido como del émbolo, este va descendiendo con una velocidad U desconocida y
comprime el gas que es forzado a salir por la turbina situada en el fondo del depésito y
del que extrae una potencia W (t) = BG(t), donde B es una constante conocida y G el
gasto de gas que sale por la turbina. Sabiendo que el depdsito estd aislado térmicamente
y que el difusor de la turbina esta construido de tal manera que aprovecha toda la energia
cinética de salida del gas, se pide:

a) Obtener el conjunto de ecuaciones necesarias que permitan conocer la potencia
extraida del gas en la turbina W ().

b) Simplifiquen las expresiones anteriores en el caso particular de que @ = 0y la masa
del émbolo sea despreciable.

Para acelerar el proceso de descarga del liquido, de densidad p y viscosidad despreciable,
contenido en un depdsito, de seccion circular A y volumen V| a través de un orificio de
didmetro d situado en su fondo (d? < A), se coloca en su parte superior un compresor
que comunica una potencia W (constante y conocida) al aire que es forzado a pasar por
él hasta la parte superior del depdsito (ver figura . Sabiendo que no puede haber
intercambio de calor a través de las paredes del depdsito, que la energia cinética del
aire que sale del compresor es despreciable, que la altura inicial del liquido es hy y que
las propiedades iniciales del aire en la parte superior del depdsito son las atmosféricas,
obtener el conjunto de ecuaciones que permitan obtener las evoluciones con el tiempo

de h(t), pa(t) y pa(t).

Simplifiquen las expresiones anteriores para considerar el caso de que el compresor no
se activara y se bloqueara, por tanto, la entrada de aire al depdsito. ;Quedaria liquido
en é17 En caso afirmativo, dar los valores finales h, de h(t), pg, de pa(t) y pa. de pa(t).

Sobre el pistén de masa M de la figura [18.20] que se mueve en un depdsito cilindrico
aislado térmicamente de seccién A, se le estd ejerciendo una fuerza constante F. El



278 MECANICA DE FLUIDOS. R Fernandez Feria y J. Ortega Casanova

w

&Y

pa(t), pa(t)

Pa

Q

Pa

Figura 18.19

descenso del piston, sin rozamiento con las paredes del depdsito e inicialmente situado
a una altura Hy del fondo del depésito, da lugar a la compresion del gas (inicialmente
en condiciones atmosféricas) que hay encerrado entre el piston y el fondo del depésito.

Obtengan el conjunto de ecuaciones que proporcionan la posicion H(t) del pistén, la
presién y la densidad del gas, py(t) v py(t), respectivamente. Den la posicién final del
piston y una estimacién del tiempo que se tardaria en alcanzarla.

M

Sl

Py (t)

Py (t)

Figura 18.20

13. Un depodsito de forma cilindrica de seccion recta A y longitud L, como el mostrado en la
figura[18.21], tiene dos orificios en sus extremos, el de la derecha con seccién minima en la
cara exterior y el de la izquierda con secciéon minima en la cara interior y un pistén que lo
divide en dos mitades. El depdsito y el pistén estan aislados térmicamente. Inicialmente
estd lleno de aire a presién p, y densidad p, y el piston comienza a desplazarse hacia la
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14.

15.

Pa

i‘_ A >0 N A
Pa P :1”, Am

L

Figura 18.21: Carga y descarga de un depdsito a través de toberas convergentes.

derecha con una velocidad v. Suponiendo movimiento subsénico en los dos orificios, se
pide:

a) Gastos mdsicos de aire que entra en el depdsito 1 (Gy) y que sale del 2 (Gy) en
funcion de py, pa, p1, P2 y P2

b) Aplicando las ecuaciones de conservaciéon de masa y energia, escribir las ecuaciones
que determinan la evolucion de la presion y densidad en los dos depdsitos.

¢) Simplificar el problema para el caso de que el movimiento en los dos orificios fuese
a niumeros de Mach mucho menores que la unidad.

Una corriente con M; = 0,5 entra en una tobera convergente-divergente como la de
la figura [18.22] para descargar en una cdmara de remanso con velocidad casi nula
(M3 = 0,05). Las otras condiciones en la seccién de entrada son conocidas (77 = 200
K, p1 = 0,2 atm), mientras que de la tobera es conocida su area minima, A,, = 0,3
m?. Se pretende calcular el drea de la tobera en su seccién de entrada y salida, A; y
Ajs, respectivamente, asi como las condiciones de remanso en la camara final, py, pg v
Ty, cuando aparece una onda de choque normal en el tramo divergente en una seccion
Aoe = 1,54, (figura [18.22)). Supéngase v = 1,4, R, = 287 J/Kg K, 1 atm=~101300 Pa.

LA =7

— =
— =
My, p1, 11
—_——

—_——

Figura 18.22

El tunel aerodinamico supersénico de la figura consta de una tobera convergente-
divergente a su entrada, por el que entra aire procedente de un depésito con condiciones
de remanso conocidas, un tramo de seccién constante A, = 1 m? (la seccién de ensayos
para estudiar el flujo supersénico alrededor de prototipos) y una tobera convergente-
divergente a su salida que ajusta la corriente de aire a las condiciones atmosféricas
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Ps = Po = 1 atm. En el tramo de ensayos se quiere conseguir un nimero de Mach
M, = 3, para lo que se deberd determinar el drea minima de la tobera de entrada A,,;,
el de la salida A,,2 y As, vs y Ts cuando el flujo es isentropico en todo el tunel.

M, =3
Py = 10 atln { £ ¢ ws,vs,:ﬁs?

— 2 —
T0:300K Ap—lm ps—pa

i f i

Figura 18.23: Ttnel aerodinamico

16. El reactor de un avién supersénico tiene una entrada en forma de tobera convergente-
divergente (ver figura [18.24)) cuya drea de entrada es de 2 m? y la de salida de 1,75 m?.
El 4rea de su garganta es variable dependiendo de la velocidad de vuelo.

(a)

v; =195 m/s

T, = —10 °C
P =075 atm —*> Ay =37 As = 1,75 m?

A1:2H12

v1 =612 m/s

T, = —40 °C
p =025 atm —> Ay =7 Ay = 1,75 m?

A1:2H12

Figura 18.24

Para las dos condiciones de vuelo siguientes:

a) vy =195 m/s, Ty = =10 °C y p; = 0,75 atm, siendo M5 < 1 [ver figura|18.24(a)]; y
b) v1 =612 m/s, T} = —40 °C y p; = 0,25 atm, siendo M3 > 1 y con una onda de
choque normal a la entrada de la tobera [ver figura [18.24{(b)],

obtener el drea que habria que fijar en la garganta para que el movimiento en la tobera
sea isentrépico con condiciones sénicas en la garganta (M = 1 en A,), asi como el gasto
que circula por la tobera y las condiciones a la salida M3, p3 y T5. Datos: R, = 287
J/Kg K, v=14.

17. La cdmara de combustién de un aviéon supersonico descarga los gases de la combustion
a través de la tobera convergente-divergente de la figura [18.25] Teniendo en cuenta la
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— 58,3 KP
po = 55,3 Kba As _1.25

To = 264,86 K

Figura 18.25: Cdmara de combustién y tobera de expulsién de gases.

distribucién de presién en la atmdsfera estandar dada por la expresién p = p, e=*/*, con
P = 101325 Pa, a =~ 8000 m y z en metros, se pide calcular la altura H de vuelo del
avion para que:

a) el flujo sea subsénico en toda la tobera con condiciones criticas en la seccién de
area minima;

b) el flujo sea isentrépico y supersoénico a la salida; y

¢) aparezca una onda de choque en la seccién de salida.

Por otro lado, si la altura de vuelo es a H = 7 km, ;jcuanto valdra el nimero de Mach
a la salida de la tobera?
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Practica de laboratorio: Descarga de un deposito

Objetivo, montaje experimental, ecuaciones y definiciones

Con esta practica se pretende estudiar el proceso de descarga del aire contenido en un
depdsito a presién a través de un orificio, comparando las medidas experimentales de la
evolucién temporal de la presion en el interior del depdsito (pg) y del gasto mésico de descarga
(G) con las prediciones tedricas que se han visto en las lecciones y suponiendo que
el orificio se comporta como una tobera convergente con una secciéon minima a la salida. En
particular, se consideraran dos fases en la descarga: una primera en la que el orificio es critico
(condiciones sénicas en la seccién de salida del orificio), durante la cual el gasto es critico
y no depende de la presién atmosférica (p,) en la que descarga el depdsito, y una segunda
fase en la que todo el flujo en el orificio es subsénico y el gasto de descarga depende de la
presion atmosférica. La primera fase tendra lugar mientras que la presion en el depdsito sea
mayor que pa[(y + 1)/4]7/0~Y [ver (I7.28)], y por ello se tomard una presién inicial en el
depdsito suficientemente mayor que ese valor. Téngase en cuenta que el gasto de descarga
nunca es constante, ni siquiera en la primera fase en la que es critico, pues las condiciones de
remanso (presion y densidad) en la tobera (orificio) son las del depédsito, que van disminuyendo
durante el proceso de descarga. Se supondra, ademés, que durante el proceso de descarga
es despreciable el intercambio de calor entre el aire contenido en el depdsito y el exterior a
través de las paredes del depdsito, lo cual simplificard la ecuacion de la energia en el depdsito
a la ecuacién isentrépica (18.15).

En la figura se representa un esquema de la instalacién de la practica. Basicamente
consta de un depésito de volumen V' (de 100 1 de capacidad), un compresor, que cargara el
deposito hasta la presion inicial a partir de la cual se procedera a la descarga, dos valvulas
(una de ellas serd la que conecte el depdsito con la tobera de salida), una tobera convergente
(con un orificio de 1 mm de didmetro en su salida), un medidor de presién y un caudalimetro,
estos dos tltimos conectados a un ordenador mediante una tarjeta de adquisicién de datos.?

Al tratarse la boquilla de salida de una tobera convergente con la seccion de area minima
en la seccion de salida s, el maximo niimero de Mach que se conseguira en la tobera sera de 1y
precisamente en la salida, es decir, M, = 1, que, de acuerdo con (|17.25]), ocurrird justo cuando

Po/Pa = (VT“)W =1 por tanto, el depdsito se cargard a una presion inicial po; (el subindice i

indicara condiciones iniciales) tal que las condiciones iniciales en la seccién de salida una vez
. (. ) 1\7/(v=1)

que comience la descarga, sean sénicas, lo cual requiere que py;/p, > (%) . Este dato

conocido de presion pg; nos dard la condicion inicial para determinar la evolucién temporal

tedrica de la presion. Por otro lado, debido a un tiempo elevado de carga a presion py;

2El montaje experimental ha sido construido y puesto a punto por D. Sergio Pinazo Ortega.
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NG

=
7=z
(a) (b)

Figura 18.26: (a) Esquema de la instalacién. (b) Ampliacién de la seccién longitudinal de la tobera convergente (el
didmetro de salida es de 1 mm).

antes de iniciar la descarga, la temperatura del aire en su interior se podra suponer que es la
ambiental, es decir, Ty; = T,. Estos datos iniciales de presion y temperatura permiten conocer
la densidad inicial del aire en el depdsito pg;, necesaria también para calcular la evolucion
tedrica de la densidad en el depdsito que, junto con la evolucion de la presion y al ser el
aire un gas considerado como perfecto, permitira obtener también la evolucién tedrica de la
temperatura del aire en el depdsito.

Con las consideraciones previas hechas y usando las variables adimensionales

00 Do G t
_ 2 - = _ 18.39
n=L =B gy =t (18.39)

y+1
1 — ., . . ;.
con G, = paa,As (%) 207 [ecuacién ((17.23]) con condiciones atmosféricas y M = 1], las
ecuaciones adimensionales que rigen la descarga de un depdsito se escriben

dn
) _ _ 18.4
= g, (18.40)

< constante, (18.41)
777
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24 (v — 1)M2\ 7
Q:\/%Ms( (:;H) ) , (18.42)

que se corresponden con las ecuaciones (18.9), con —G, (18.15) y (17.20), respectivamente,
y donde se ha usado como tiempo caracteristico (de descarga) t. = Vp,/G,. Las condiciones

(dimensionales) iniciales del proceso de descarga serfan, Ty; = T,, poi = kpa, con k >
(VTH)V/(%U, Y poi = Poi/[RyToi] = k pa, de modo que para las adimensionales se tendria, de

acuerdo con ,
n0) =k =mn;, ¢0) =k=¢:. (18.43)
El sistema de ecuaciones — proporciona, por tanto, la evolucion tedrica de
la descarga del depdsito desde las condiciones iniciales hasta las atmosféricas. No obstante,
y como se anticipé previamente, su resolucién se lleva a cabo en dos etapas: la primera, con
la consideracién de condiciones criticas en la seccién de drea minima a la salida (M, =1);y
la segunda, con flujo subsénico en la salida (Mg < 1). A continuacién se veran las ecuaciones
que gobiernan cada una de estas etapas incluyendo en ellas las consideraciones asociadas a
cada una.

em e . ., .. -1 , .,
I.- Orificio critico: Esta situacion se dara mientras ( > (VTH)W/ O ). Ademads, también se

cumple que M, =1 con lo que ([18.40)—(|18.42)) se convierten en
d
- g, (18.44)

dr
G
2 =1, (18.45)

- = constante =

U U
G =/1C. (18.46)

De (|18.45)), se obtiene ¢( = ZIn7, por lo que sustituyendo en ([18.46) se llega a
G = /It que introducido en (|18.44)) proporciona la ecuacién para la evolucién
de n

d ;
£ = /Iy = —VIn'T , siendo n(0) =1, (18.47)

Esta ecuacién diferencial ordinaria tiene solucion analitica que es

2

1 1—v 7ﬁ
0= (VI oovE) T (15.48)

Con la densidad adimensional 7 conocida, la presiéon adimensional se escribe

2y

1 - e
<=I(7; r\/f+m2—r\/f) . (18.49)

Esta solucion vale mientras ¢ > (VTH)W(W_U, por lo que de ([18.49)) se puede obtener
el tiempo (adimensional) en que esto ocurre, es decir, ((Tsup) = (WTH)W/(V_I). Asi, el
tiempo en el que las condiciones en la seccion de salida dejan de ser sonicas es

(=1
8Z 7

y+1

VI(y—1)

- 2771'1_77

(18.50)

Tsub =
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Para tiempos mayores el flujo es subsonico en toda la tobera, incluida la salida, y lo
anterior deja de ser valido, requiriendo su estudio nuevas consideraciones, como se vera a
continuacion.

b

i - . ., ~1
I1.- Orificio subsénico: Esta situacién se alcanza en el momento en que ¢ < (7%1)7/(7 )

para T > Tg,. En este caso, en la seccién de salida se tiene M, < 1, siendo la condicion
de contorno que determina el gasto p, = p,. El modo de proceder con la resoluciéon de
este caso seria mediante la resolucion del sistema de ecuaciones 7, al que
hay que anadir una ecuacién mas para conocer el nimero de Mach en la secciéon de
salida, ecuacion evaluada en la salida s, quedando el sistema de ecuaciones a
resolver como

dn
=G (18.51)
¢
o (1852)
- 2+w—1m@)ﬁﬂ>
Q——\/UCAL;< o , (18.53)
~ ¢ -
M, = P (18.54)

Sustituyendo ahora ((18.52)) y (18.54]) en (18.53)), y esta en ((18.51]), se obtiene una tinica
ecuacion para la evoluciéon de la densidad 7 con el tiempo 7:

o 91/
d . yH1Y 5T
£ = —a\/bnp~1 +4c, siendo U(Tsub) = ( QI) ) (1855)
y donde
1-1\ Tehy 2y-1
27~ 27~ —27
a=|—— = c=——0f0. .
, b y (18.56)
v+ -1 v—1

Esta ecuacion no tiene solucion analitica para un valor arbitrario de v y ha de obtenerse
numéricamente. A modo de ejemplo, en la figura se muestra la evolucion de las
magnitudes adimensionales 7, ( y G respecto a 7, donde la linea vertical separa la
parte de condiciones criticas en la salida de condiciones subsénicas. Para obtener esta
evolucién se ha considerado k = 3, T, = 20 °C y que el gas es aire (7 = 1,4).

Realizacion de la practica y presentacion de resultados

Al iniciar la practica el estudiante se encontrara con el sistema preparado para que solo
tenga que, por un lado, abrir la valvula para que se inicie la descarga y, por otro, monitorizar
la evolucion de la presién en el depdsito y el gasto de salida durante la descarga. Su tarea
consistira en observar en el ordenador la evoluciéon temporal de la presion del depdsito y el
gasto y, una vez finalice el proceso de descarga, almacenar en un dispositivo de memoria
las evoluciones temporales de la presion y el gasto que seran usadas posteriormente para su
comparacion con las relaciones tedricas anteriores.
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Figura 18.27: Evolucién de las magnitudes adimensionales 1, ( y G frente a 7 para k =3, T, =20 °C y v = 1,4.

Detalladamente y considerando que el depdsito estard cargado cuando llegue al
laboratorio, los pasos que el alumno llevara a cabo para completar la practica seran:

1. Poner en marcha el equipo informatico para la adquisicién de datos, asi como el software
encargado de ello.

2. Tomar nota de la temperatura ambiente T,, que serd la condicién inicial de la
temperatura del aire en el depdsito al iniciarse la descarga y servird para conocer la
densidad inicial del aire en el depdsito.

3. Abrir completamente la valvula. En este momento el ordenador deberia comenzar
a registrar la evolucién temporal tanto de la presién como del caudal que indican
los respectivos medidores. La presiéon monitorizada justo al abrir la valvula (¢ = 0)
serd considerada como la inicial, la cual permitird determinar el valor de k (recuérdese

que po; = Kk pa)-

4. Una vez la descarga concluya, que se considerara cuando la presion del deposito sea
practicamente la atmosférica (serd de unos 10 minutos si k& = 3), se parara la toma de
datos, se grabaran en el ordenador y se cerrara la aplicacién de adquisicion de datos.
Hecho esto, el alumno se grabarda en un dispositivo de almacenamiento personal las
evoluciones de la presién y del caudal.
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Con la informacién que el estudiante se grabara debe llevar a cabo la comparacién entre la
evolucién de las magnitudes monitorizadas experimentales y las teéricas. Dicha comparacion
se podra hacer bien a través de la tabla del anexo o bien graficamente. Para esto ltimo, el
alumno tendria que usar la solucion analitica dada en junto con la solucién obtenida
tras la integracién numérica de , o usar el codigo en Matlab que genera la solucién
completa, disponible en un fichero comprimido en este enlace.


http://www.fluidmal.uma.es/jortega/files/practica_descarga.zip

CAPITULO 18. CARGA Y DESCARGA DE DEPOSITOS. COMPRESORES/BOMBAS, TURBINAS

Anexo: Hoja de toma de datos

Temperatura ambiental inicial:

289

t (s)

T poezp
(atm)

Cezp

Gexp
(kg/s)

gexp

Cteo

gteo

Cuadro 18.1: El subindice exp indica magnitudes experimentales y teo magnitudes tedricas.
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CAPITULO 19

Capa limite laminar incompresible. Resistencia
aerodinamica

19.1. Concepto de capa limite

Hasta principios del siglo XX las teorias “viscosa” e “ideal” de la Mecénica de Fluidos se
habian desarrollado practicamente por separado:

= La teoria ideal, mas antigua, iniciada por los Bernoulli y Euler entre otros, acertaba
a describir ciertos flujos con gran precision, muy especialmente la propagacion de
diversos tipos de ondas en fluidos; pero fallaba estrepitosamente a la hora de predecir la
resistencia aerodinamica de un objeto moviéndose en el seno de un fluido, un problema
de enorme interés practico;

= La teoria viscosa, desarrollada a lo largo del siglo XIX, predecia el comportamiento de
liquidos con gran viscosidad o de flujos muy lentos; pero no servia o era impracticable
a la hora de predecir la resistencia aerodindamica en cuanto la velocidad del objeto no
era extremadamente pequena, dejando de tener utilidad practica, excepto en problemas
muy particulares como el de la sedimentacién descrito en la leccion [14]

Ambas teorias estaban enfrentadas por la condicion de no deslizamiento del fluido sobre
las superficies solidas, que en la teoria ideal no es necesaria y en la viscosa si lo es. Dado el
éxito de la teoria ideal para describir ciertos movimientos fluidos, no es de extranar que se
pusiera en duda la necesidad de esta condicién de contorno, salvo en liquidos muy viscosos,
cuyo comportamiento se pensaba que podria ser diferente.

Fue en 1904, en un trabajo presentado por el fisico e ingeniero aleman Ludwig Prandtl
en el Tercer Congreso Internacional de Matematicas celebrado en Heidelberg y titulado
Uber Flissigkeitsbewequng bei sehr kleiner Reibung' (que se puede traducir como Sobre el
movimiento de fluidos con muy poca friccion), donde se introdujo por primera vez el concepto
de capa limite: cerca de las paredes sélidas los efectos viscosos son importantes por muy
pequena que sea la viscosidad del fluido y estos son los responsables de que se cumpla la
condicién de no deslizamiento.

Asi, segun el trabajo de Prandtl, los flujos de fluidos con viscosidad pequena (flujos
a numero de Reynolds grande dirfamos ahora) constan de dos regiones diferenciadas: una

Ver lectura sugerida al final de la leccién.
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externa donde el fluido se puede considerar como ideal, y una capa limite delgada, alrededor
de las superficies sélidas, donde los efectos viscosos son importantes, no porque la viscosidad
sea mayor alli, sino porque el gradiente de la velocidad normal a la superficie es muy acusado
al ser una capa muy delgada, de forma que el término de fuerzas viscosas en la ecuacion de
cantidad de movimiento se hace del mismo orden que el término convectivo en el interior de
esta delgada capa.

Prandtl clarific6 asi la controversia de la condicion de no deslizamiento en fluidos,
unificando las hasta entonces dos inconexas ciencias que describian los flujos ideales y los
fluidos viscosos. El concepto de capa limite no solo permitié predecir la resistencia de fricciéon
en flujos con altos nimeros de Reynolds, sino que también permitié explicar el fenémeno de
separacién de la corriente (incluido también por Prandtl en su pequetnio articulo citado) y
asi entender la resistencia aerodindmica de los cuerpos romos. Por todo ello se le considera
como el padre de la Mecanica de Fluidos actual.

Desde un punto de vista matematico, la teoria subyacente al concepto de capa limite se
ha extendido a otros muchos problemas de la Ingenieria y la Fisica Aplicada gobernados por
ecuaciones que presentan una estructura similar: un pardmetro pequeno que multiplica al
término con derivadas de mayor orden; si se desprecia este término no se pueden imponer la
totalidad de las condiciones de contorno, por lo que debe existir una capa (limite) delgada
donde ese término no se puede despreciar. La solucién global aproximada consta de dos
partes, una externa y otra interna que se acoplan asintéticamente.

En esta leccién solo se presentaran las ecuaciones de capa limite en el caso mas simple de
un flujo bidimensional, incompresible y estacionario y se resolveran para el caso de una placa
plana semiinfinita, de manera que el estudiante pueda tener una idea de cémo se calcula
la resistencia de friccion en un caso sencillo, expresion que por otro lado puede ser 1til
para estimar la resistencia de friccién en geometrias mas complejas. También se explicara el
fenémeno de separacion de la capa limite, de manera que sera posible concluir la lecciéon con
un resumen cualitativo sobre la resistencia aerodinamica de cuerpos esbeltos y de cuerpos
romos.

19.2.  Ecuaciones y condiciones de contorno

Las ecuaciones en el interior de la capa limite se simplifican, principalmente, por el hecho
de que el espesor de la misma (cuyo orden de magnitud caracteristico se designara por §),
es mucho menor que cualquier otra escala de longitud del problema, como, por ejemplo, la
longitud caracteristica que define el movimiento a lo largo de la superficie, L, o el radio de
curvatura caracteristico de la superficie, R. Suponiendo que el movimiento es bidimensional,
esta ultima condicién (0 < R) nos permite utilizar coordenadas cartesianas (z,y), donde z
es la coordenada (no necesariamente rectilinea) a lo largo de la superficie e y es la coordenada
normal a la misma (ver figura [19.1)).

El orden de magnitud del espesor 0 de la capa limite se puede obtener sin mas que imponer
la condicién fisica que la define: en el interior de la capa limite las fuerzas viscosas son del
mismo orden que las fuerzas de inercia

pU; uU,

o
62 7

~ |uV2| ~ (19.1)

pv - VU] ~
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Figura 19.1: Capa limite bidimensional sobre una superficie.

1) v\ 2 1
2~ (ﬁ) = (19.2)

donde U, es la velocidad caracteristica en la direccién x. Asi, /L — 0 cuando Re — oo,
como era de esperar. De esta forma, a pesar de que v es muy pequeno, la rapida variacién de
la velocidad del fluido en una distancia ¢ tan pequena (proporcional a ©'/?) es suficiente para
que el término viscoso no sea despreciable, aunque si lo sea en el exterior de la capa limite.

Considerando, como es el objetivo de esta leccién, solo el problema de la capa limite
viscosa o de velocidad, es decir, considerando solo las ecuaciones de continuidad y cantidad
de movimiento, que se suponen desacopladas de la ecuacién de la energia (flujo incompresible
con propiedades constantes), las ecuaciones de partida son:

ou  Ov
— — T 1 .
o 9y 0, (19.3)
ou ~ Ou\  Op P*u  0*u
p<ua—x+va—y> = —%—FM <@+a—y2) y (194)
ov ov Op v
(v o) = oy + o (5 ) (19.3)

donde v = ué, + vé,. Si, como se ha dicho, § y L son las longitudes caracteristicas en las
direcciones y y x, respectivamente, y V, y U, las velocidades caracteristicas en esas mismas
direcciones, de la ecuacion de continuidad se tiene

5
Vo~ 7Us < U, (19.6)
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mientras que de las de cantidad de movimiento se deduce que

02 5\? 92 H?
3 (1) a7 < e
V2 5\°
Arp ~ %ALP ~ (Z) Arp < App, (19.8)
0

donde la primera condicién indica que las derivadas en x de los términos viscosos son
despreciables frente a las derivadas respecto a y, mientras que la segunda indica que la
variacién transversal de la presion en la capa limite (Arp) es también despreciable frente a
la variacién longitudinal (Azp) de la misma. Ambas condiciones se traducen, por tanto, en
que la ecuacion de cantidad de movimiento en la direccidén y es practicamente irrelevante
y puede sustituirse por dp/dy = 0; es decir, p es sélo funcién de x y viene dada por, o es
conocida a través de, el movimiento (ideal) externo a la capa limite, puesto que no varfa en
direccion transversal. Suponiendo que u = U,(z) lejos de la superficie sélida (en la escala ¢
de la capa limite), la ecuacién de Bernoulli (puesto que lejos de la capa limite el fluido se
puede considerar como ideal) proporciona

Op dp dU,

—~ = = _p e

Oor dx dx
Con todas estas simplificaciones, las ecuaciones que gobiernan el movimiento en el interior
de una capa limite bidimensional, incompresible y estacionaria son:

(19.9)

ou Ov
P T 19.1
o7 + oy 0, (19.10)
ou ou dU, 9%u
g =y == - 19.11
uax—l—vay Uedm +uay2, (19.11)

que son las ecuaciones que escribié Prandtl en su articulo antes mencionado (por supuesto,
sin deducirlas alli, pues el reducido espacio del mismo no daba para tanto). Como condiciones
de contorno hay que imponer la condiciéon de no deslizamiento en la pared,

u(z,0) = v(z,0) =0, (19.12)
la condicién de acople con la solucién ideal exterior,
u(z,y) = U(z), para y/d— oo, (19.13)

y una condicion inicial para u,
u(To, y) = o(y)- (19.14)

Debe observarse que el acoplamiento con la solucién exterior [condicién (19.13)] no es para
Yy — 00, sino y/(LRe_1/2) — 00; es decir, para y muy grande en relacion a la escala de la
capa limite, pero pequeno en relacién a la escala exterior L (acoplamiento asintético en una
escala intermedia entre § y L).

El proceso de resolucion de un problema en la aproximacion de capa limite seria el siguiente
(para el caso presente de un flujo estacionario, bidimensional e incompresible alrededor de
un cuerpo):
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1. dado el contorno del cuerpo y las condiciones aguas arriba (poo, Uno, Tno), S€ resuelven
las ecuaciones de Euler que proporcionan los campos de velocidad y de presién ideales
o solucién externa (y de temperatura, por supuesto, pero nos olvidamos de ella por
centrarnos sélo en el problema mecénico de velocidad-presion): p(z) y la velocidad
U.(x) a lo largo de la superficie del cuerpo, donde U, no cumple la condicién de no
deslizamiento, en general; y

2. con U,(z) conocido, las ecuaciones y condiciones de contorno de la capa limite ([19.10)-
proporcionarian el campo de velocidad v en las proximidades de la superficie,
con lo que quedaria resuelto el problema completo. Recuérdese que el campo de presion
en la capa limite coincide con el exterior ideal p(x) y, por tanto, ya conocido.

Esta solucién obtenida permite calcular, por ejemplo, la fuerza de friccion que el fluido ejerce
sobre el cuerpo, que, por unidad de érea, seria 74 = pdu/0y|,—o. Por otro lado, la fuerza de
presién viene directamente dada por la solucién ideal p(x), puesto que la presién permanece
practicamente constante a través de la capa limite (esto ultimo no seria cierto si la capa
limite se separase, ver seccion . Este proceso de solucién aproximado es mucho mas facil
que el de resolver las ecuaciones completas de Navier-Stokes, pues tanto las ecuaciones para
flujos ideales de Euler, como las de capa limite de Prandtl, son bastante mas simples y se
pueden resolver analitica o numéricamente con mucho menos esfuerzo; los errores cometidos
son del orden de Re™! < 1 (en el supuesto de que no se separe la capa limite). En general,
para una forma arbitraria de la superficie [es decir, para una forma arbitraria de U.(x)],
las ecuaciones de la capa limite se tienen que resolver numéricamente. Sin embargo, existen
varios casos sencillos, que tienen también bastante importancia préactica, en los que se puede
reducir el sistema de ecuaciones en derivadas parciales — a una unica ecuacién
diferencial ordinaria, por lo que la velocidad en la capa limite se obtiene de forma analitica.
A uno de esos casos, el mas simple posible, se dedicara la seccién siguiente, cuyos resultados
tienen, como se vera, una trascendencia practica mas alla del mero caso considerado, pues
proporcionan una buena estimacion de la resistencia de friccion de cuerpos fuselados a altos
ntumeros de Reynolds. También existen métodos aproximados (integrales) de solucion de las
ecuaciones de capa limite para una funcién U, (z) arbitraria que son muy precisos y faciles de
implementar, y por ello muy utilizados en la practica ingenieril, pero que no seran tratados
aqui (ver referencias).

19.3. Capa limite sobre una placa plana. Solucion de Blasius

Considérese el problema de una corriente sobre una placa plana semiinfinita con dngulo
de incidencia nulo, de forma que la velocidad del movimiento ideal externo no se ve afectado
por ella: U, = constante = U (ver Fig. [19.2)). De esta forma, el gradiente de presién es nulo

y las ecuaciones y condiciones de contorno para la capa limite ((19.10])-(19.14)) se reducen a

ou  Ov
ou v _ 19.1
5 "oy =0 (19.15)
2
w28 40 0 (19.16)

u=v=0,y=0;, u—U, y/d 00, u=U, z=0. (19.17)
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Figura 19.2: Capa limite sobre una placa plana con dngulo de incidencia nulo

Este problema tiene solucién de semejanza para la velocidad adimensional u/U respecto a
una cierta variable de semejanza 1 que ahora se definird. Esto quiere decir que u/U no es una
funcion de x y de y por separado, sino de una determinada combinacién de ambas variables
independientes. Fisicamente, la semejanza de la solucion esta basada en el hecho de que no
hay ninguna longitud caracteristica en el problema, por lo que u/U debe ser una funcién

de y/d(x), donde, de acuerdo con la discusion de la seccién anterior, d(z)/x ~ /v/Uzx, es
decir, §(z) ~ \/vx/U. De esta manera, la variable de semejanza se define como 7 = \/L—/U
v

Suponiendo que u/U es una funcién exclusivamente de 7 y utilizando la funcién de corriente
se llega a una unica ecuacion diferencial ordinaria de tercer orden que Blasius, un discipulo de
Prandtl, derivé y resolvié en 1908. Aqui no se darén los detalles matematicos del problema,?
solo se resumiran los principales resultados desde un punto de vista practico:

1. El espesor de la capa limite, definido como la distancia a la pared en la que se alcanza
el 99 % del valor de U, crece a lo largo de la placa como

vr
0(x) ~ 4,95,/ —; 19.18
() = 49522 (19.13)

2. El gradiente de velocidad sobre la placa plana varia a lo largo de ella como

9 U 03320 [U
D ~03320y ) — = 22 2 (19.19)
=0 VT T v

3. El esfuerzo de friccion sobre la placa plana varia a lo largo de ella como

dy

ou O ou ppU3
T I (e R . 19.20
! “<6y ax> ”(ay)y:o (1920

T

Este ultimo resultado se puede usar para calcular de forma aproximada la resistencia que
ofrece un fluido de densidad p y viscosidad p al movimiento con velocidad U de una placa
plana de longitud L con angulo de ataque nulo, siempre que L sea muy grande en relacion a
§(L) ~ \/vL/U (o, lo que es lo mismo, Re'/?2 > 1, donde Re estd basado en L). Por unidad
de longitud transversal al movimiento, y teniendo en cuenta las dos caras de la placa, se tiene
la fuerza de resistencia por friccién viscosa:

L
Fy= 2/ Tedr ~ 1,328/ puLU3, (19.21)
0

2El alumno interesado en més detalles sobre este desarrollo puede consultar, por ejemplo, Fernéndez Feria, 2005.
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Figura 19.3: Flujo alrededor de un cuerpo sélido.

Se suele definir el coeficiente de friccion
LU

F
= ~92656Re /? Re=—-. 19.22

Cy
Estos resultados no solo se pueden utilizar para calcular aproximadamente la resistencia
aerodindmica de placas planas finitas que se mueven paralelamente a si mismas (ver ejemplo
al final de la leccién), también para estimar la resistencia aerodindmica a altos nimeros de
Reynolds de cuerpos fuselados (esbeltos en la direccién del movimiento relativo al fluido),
en los que la capa limite no se separa (ver seccién . Es interesante notar que la fuerza
de resistencia es proporcional a U?/2, ley potencial intermedia entre la lineal para flujos muy
viscosos (ley de Stokes valida para Re < 1, ver leccion y la cuadratica para cuerpos
romos a altos nimeros de Reynolds en los que se separa la capa limite (como se verda més
adelante).

19.4. Separacion de la capa limite

En la capa limite sobre la superficie de un cuerpo con forma arbitraria la presion no es
constante, como ocurre en la placa plana, sino que, al existir una velocidad externa a la capa
limite que depende de z, U,.(z), existen gradientes de presién a lo largo de la capa limite. La
resolucion de las ecuaciones (19.10)—(19.11)) con un término dp/dz = —pU, dU. /dx arbitrario
se suele hacer por métodos integrales aproximados o por integracién numérica directa de las
ecuaciones, que no se van a tratar aqui. Lo que si se vera a continuacién es la explicacion
cualitativa del fenémeno del desprendimiento o separaciéon de la capa limite y su relacion con
los gradientes adversos de presion.

Considérese, por ejemplo, el flujo alrededor de un cuerpo a Re > 1 (figura . Si no
existiese separacion de la corriente, habria dos puntos de remanso en el flujo, uno en el borde
de ataque (R; en figura y otro en el lado opuesto (Ry). En estos puntos la velocidad
es cero y la presion, de acuerdo con el teorema de Bernoulli, p + pv?/2 = constante, serfa
maxima. En los puntos de anchura maxima del cuerpo en relaciéon a la corriente incidente
(puntos marcados con A en la figura), la velocidad ideal es méxima y la presién es minima.
Por tanto, la presién p(z) en la capa limite decrece desde R; hasta A y vuelve a crecer
desde A hasta R,.? Sin embargo, en la zona donde la presién crece, la capa limite no siempre
permanece adherida al cuerpo y se puede producir el fenémeno de separacion de la capa
limite en un cierto punto marcado con S en la figura [19.3} en otras palabras, cuando existe

3Esto darfa lugar a una resistencia de presién igual a cero, lo que constituye la llamada paradoja de D’Alambert
de los flujos ideales alrededor de cuerpos. El concepto de capa limite de Prandtl y su separacién, que se explica a
continuacion, resuelven esta paradoja.



298 MECANICA DE FLUIDOS. R Fernandez Feria y J. Ortega Casanova

y : y | Y |
Sin separacién | Inicio separacién l Con separacién l
| Ue ] Ue J Ue
| ! !
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ol . g .
! P c.l. I
S 4‘!/” B 4’_r‘f
- - N
=== u u T u
ou ou ou
9y y=0 9y y=0 9y y=0

Figura 19.4: Perfiles de velocidad antes (a), en el momento (b), y después (c) de la separacién de la capa limite.

Figura 19.5: Lineas de corriente y vectores velocidad en el entorno del punto de separacién de la capa limite.

un gradiente adverso de presion, puede ocurrir que la suma de las fuerzas de friccién en la
pared y de presién adversa contrarresten la cantidad de movimiento del fluido, llegando a
provocar una corriente invertida cerca de la pared, separando la capa limite de la misma.
En la figura se puede ver el perfil de velocidad en tres posiciones diferentes a lo largo
de una superficie sélida, mostrandose en la (c) el tipico perfil de velocidad una vez que la
capa limite se ha desprendido (ver figura , donde se amplia la region en torno al punto
de separacién S).

Para analizar este fendémeno se escribe la ecuacién de cantidad de movimiento de la capa

limite (19.11)) justo en la pared (y = 0), donde v = v = 0:

dp 0%u
il <3y2)y20 = 0. (19.23)
Si se produce la separacién de la capa limite (inversiéon del movimiento cerca de la pared),
su inicio o punto de separacién viene definido por (Ou/dy),—o = 0 (ver figura ; es decir,
el esfuerzo de friccion debe ser nulo en ese punto. Cuando el gradiente de presion es favo-
rable (dp/dx < 0), de la ecuacién anterior se tiene que (9%u/9y*),—o < 0, implicando que
0?u/0y* < 0 en toda la capa limite, y no se puede producir un punto de separacién (ver figura
[19.6). Sin embargo, si el gradiente de presién es adverso (dp/dx > 0), como §%u/dy? debe ser
negativo lejos de la pared, existe un punto de inflexién (0?u/dy? = 0) en el perfil de velocidad
en la capa limite (figura [19.6)); este punto de inflexién no implica que se produzca el punto
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Figura 19.6: Perfil de velocidad y de sus derivadas primera y segunda en la capa limite con dp/dz < 0y dp/dx > 0.

de separacion de la capa limite, pero si es una condicién necesaria para ello. La existencia de
un gradiente adverso de presién es, por tanto, condicion necesaria, pero no suficiente, para la
separacion de la capa limite. Generalmente, si dp/dxz > 0 la separacién ocurre. El que lo haga
mucho antes del punto Ry o muy cerca de él depende de como de intenso sea el gradiente
adverso de presion, es decir, de la forma del cuerpo. Por tanto, la fuerza de resistencia de
un cuerpo depende mucho de su forma (lo cual es bastante intuitivo; ver seccién siguiente).
Para tener una idea global de como son las lineas de corriente y los perfiles de velocidad en
el entorno del punto de separacién, en la figura [19.5| se muestran ambas propiedades.

La separacion de la capa limite no sélo se produce en flujos externos alrededor de cuerpos,
sino que también se puede producir en flujos internos en conductos, siempre que exista un
gradiente adverso de presion, el cual esta asociado a la existencia de una zona divergente del
conducto.

19.5. Resistencias de friccion y de presion

Como se establecié en la seccién [14.1] la fuerza de resistencia que un determinado
fluido ejerce sobre un cuerpo que se mueve en su seno se suele descomponer en dos, una
correspondiente a las fuerzas viscosas y otra a las fuerzas de presion sobre la superficie del
cuerpo:*

= /%’ fids — /pdﬁds =F +F, (19.24)
S S

Ya se vid (seccién que para Re < 1 estas fuerzas son proporcionales a la velocidad
relativa del cuerpo. Para el caso de una esfera la fuerza total viene dada por la ley de Stokes
[ecuacion ([14.45))], donde 2/3 de la resistencia es debida a la viscosidad y el tercio restante
es resistencia de presion.

En los flujos ideales (Re — 00), no existe resistencia de friccién y la resistencia de presion
se puede demostrar que es nula, por lo que la fuerza de resistencia de un cuerpo que se
mueve ideal y estacionariamente en un fluido es cero. Evidentemente, esto no es cierto para
flujos reales, por muy grande que sea el nimero de Reynolds. Por un lado siempre existe una
resistencia de friccién asociada a la condicién de no deslizamiento entre el fluido y la pared
solida. Esta resistencia se calcula resolviendo la capa limite viscosa adyacente a la superficie
del cuerpo, de la que ya hemos visto el caso de una placa plana con dangulo de incidencia nulo,
cuya resistencia viscosa [ecuacion ((19.21))] se puede utilizar aproximadamente para cuerpos

4Quitando la presién hidrostética que da lugar a la fuerza de flotabilidad de Arquimedes, que no es una fuerza de
resistencia.
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Figura 19.7: Cuerpo (a) fuselado y (b) romo

fuselados, donde los gradientes de presién son pequenos. Por otra parte, aunque la presién en
la capa limite coincide practicamente (cuando Re > 1) con la presién exterior dada por la
teoria ideal, la resistencia de presién no es nula, como predice dicha teoria, puesto que la capa
limite se desprende en el movimiento alrededor de un cuerpo cerrado. Por consiguiente, en la
parte posterior del cuerpo la corriente se separa y los efectos viscosos dejan de estar confinados
en una capa delgada, para afectar a una fracciéon importante del fluido, formandose lo que
se denomina una estela. Cuando el cuerpo es fuselado [ver, por ejemplo, la figura (a)],
los gradientes de presién son muy suaves y la corriente se separa casi al final del cuerpo,
siendo asi muy pequena la resistencia de presion en relacion a la de friccién. En estos casos
la corriente exterior predicha por la teoria ideal se aproxima bastante a la real, y la tinica
correccion necesaria a esa teoria es la resistencia de friccion calculada por la teoria de capa
limite. Por el contrario, cuando el cuerpo es romo, los gradientes de presién son tan acusados
que la capa limite se separa en cuanto estos comienzan a ser adversos [puntos de méxima
velocidad A de la figura [19.7(b)] o incluso antes, como ocurre en el caso de un cilindro
circular. Detras del punto de separacion el flujo no es irrotacional, sino que la viscosidad
afecta a todo el fluido, y se forma una estela que suele ser turbulenta. En ella la presién es
practicamente constante y aproximadamente igual a la presién del punto de separacién, que,
por otra parte, coincide practicamente con la presiéon minima que se alcanza en los puntos A.
Por consiguiente, la diferencia entre las presiones en las partes frontal y trasera del cuerpo
es bastante grande, dando lugar a una fuerza de presién que suele ser mucho mayor que la
resistencia de friccion. A la resistencia de presién también se le suele llamar de forma
puesto que, como se acaba de ver, depende casi exclusivamente de la forma del cuerpo. En
cuerpos romos esta resistencia de presion se puede estimar teniendo en cuenta que, de acuerdo
con la ecuacion de Bernoulli, la diferencia de presiéon entre el punto de remanso frontal y el
de separacién, que suele estar en torno al punto de presién minima, es del orden de pU?,
donde U es la velocidad relativa del cuerpo y p la densidad del fluido, por lo que la fuerza de
resistencia de presién es del orden de pU?A, donde A es el drea frontal del cuerpo.

Resumiendo, en un cuerpo fuselado la resistencia suele ser pequena y es una resistencia
de friccién casi exclusivamente. En un cuerpo romo la resistencia suele ser grande debido a
que la resistencia de presion es mucho mayor que la de friccion. En la tabla de la figura [19.8
se resumen las diferentes situaciones, incluyendo el limite viscoso (Re < 1) considerado en
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Re>>1 Re>>1
Cuerpo fuselado Cuerpo romo
Fy o pLU Fy~ Frp ocbypuL U Fy ~ Fyy o< pU?A
Cp x Re™! Cp~Cf x Re™/? Cp ~ C, ~ constante

Figura 19.8: Fuerza de resistencia (médulo, F}.) y coeficiente de resistencia (Cp) para diferentes regimenes de flujo y
formas del cuerpo. Re = pUL/p.

la lecciéon [T4] El coeficiente de resistencia se define como el médulo de la fuerza de resistencia
F,. adimensionalizado con la presién dinamica multiplicada por un area caracteristica:

F

Cp=+——.
P TpU?A

(19.25)
En un cuerpo romo A oc L2, mientras que en el caso del cuerpo fuselado A o bL, donde b es
una anchura caracteristica del cuerpo perpendicular a la corriente.

Para terminar esta seccion es conveniente indicar que la fuerza de resistencia se ve
sustancialmente modificada cuando la capa limite pasa a ser turbulenta por encima de un
numero de Reynolds critico. Esta transicién aumenta la resistencia de friccion, pero disminuye
sustancialmente la fuerza de presion en cuerpos romos al retrasar el fenémeno de separacion
de la capa limite. Pero esto no se podra describir con claridad hasta que no se traten los
flujos turbulentos en las lecciones siguientes.

19.6. Ejemplo de aplicacion de la solucion de Blasius.

Un pequeno insecto se encuentra depositado sobre el exterior de una ventanilla de un
coche, como se muestra en la ﬁgura Suponiendo que el flujo de aire (de densidad p = 1,2
kg/m? y viscosidad cinemdtica v = 1,5107° m?/s) que se mueve sobre la ventanilla se puede
aproximar por el que incide sobre una placa plana y que se inicia en su borde delantero,
determinar:

= velocidad que debe alcanzar el coche para que el insecto se despegue de la ventanilla si
su adherencia al cristal que soporta un esfuerzo méximo de 1 N/m?; y

= con el insecto eliminado, la fuerza de resistencia sobre la ventanilla si el coche viaja a
120 km /h.

Solucion.

Suponiendo, como se dice en el enunciado, que el flujo sobre la ventanilla se puede equiparar
al que ocurre sobre una placa plana cuando incide una velocidad uniforme U sobre ella, se
puede considerar que a lo largo de la ventanilla se origina el perfil de velocidades de Blasius,
del que podemos saber, de acuerdo con , el esfuerzo que existe en cualquier posicién
x de la superficie, medida x, en nuestro caso, desde el inicio de la ventanilla. Como el insecto
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Figura 19.9: Insecto sobre una ventanilla.

estd situado a x = 40 cm del borde de la ventanilla y el esfuerzo que deberia existir en ese
punto deberfa ser mayor de 1 N/m? para conseguir despegarlo, de (19.20)) se puede obtener
la velocidad necesaria para que esto ocurra:

3 1,2 kg/m® x 1,81075 k 3
Tf=0,332\/’)’”‘xU :0,332\/’ g/m’ x L8107 kg/(m 8) X U 4 2 (19.96)

0,4 m

donde se ha utilizado que = vp y, de donde se obtiene que U 2 75 m/s = 270 km/h.

Por otro lado, para calcular la fuerza de resistencia sobre la ventanilla cuando U = 120
km /h, se usard pero teniendo en cuenta que solo la cara exterior de la misma es la que
estd sometida a la corriente de aire con velocidad U. Esto supone que la fuerza de resistencia
sobre la superficie de la ventanilla de tamafo b x L = 0,7 x 1,0 m?, se obtiene, usando para

ello (19.20]), como

L
F = b/ Trdx >~ 0,664b+/ ppuLU3 =~ 0,8 N, (19.27)
0
o, de modo adimensional a través del coeficiente de friccién, queda como
_ F ~1/2 —4
Oy = —5— ~ 1,328Re ~ 9,010, (19.28)
£obL

donde se ha usado Re = £Z = 2,22 x 10°.
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TEMA VIII:
Introduccion a la Turbulencia y flujo
turbulento en conductos






CAPITULO 20

Introduccidn a la turbulencia

20.1. Introduccion

La mayoria de los flujos que se presentan en la Naturaleza y en las aplicaciones ingenieriles
y tecnoldgicas son turbulentos. Desde las corrientes de agua en rios y canales hasta casi
todos los flujos que se producen en la industria quimica, donde la eficacia de la mezcla fluida
es un requisito importante, pasando por innumerables tipos de flujos. El flujo laminar es
la excepcion, no la regla; solo se produce para altas viscosidades, dimensiones pequenas
o pequenas velocidades (Re < 1). Asi, en temas anteriores hemos estudiado soluciones
exactas de las ecuaciones de Navier-Stokes bajo la simplificacion de flujo unidireccional o
movimiento dominado por la viscosidad, ReD/L < 1. Del mismo modo, hemos visto como
cuando Re > 1, en el caso de flujo alrededor de cuerpos, o ReD/L > 1 en el caso de flujo en
el interior de conductos, los efectos viscosos son despreciables en la mayor parte del campo
fluido (excepto en la capa limite) dando lugar a las ecuaciones de Euler. En este tema veremos
como, en realidad, cuando el nimero de Reynolds de un flujo es suficientemente alto, este
es inestable frente a pequenas perturbaciones y, por tanto, no se encuentran las soluciones
anteriormente estudiadas. Por el contrario, estas perturbaciones se desarrollan conforme el
flujo evoluciona dando lugar al fenémeno conocido como turbulencia, caracterizada por
rapidas variaciones tanto espaciales como temporales de las magnitudes fluidas.

Un primer contacto con la turbulencia ya se tuvo en este curso con la practica del
experimento de Reynolds, donde se caracterizo la transicion a la turbulencia en un conducto,
transicion originada por la inestabilidad del flujo laminar de Hagen-Poiseuille por encima de
un cierto valor critico del nimero de Reynolds. Imaginemos ahora que repetimos el mismo
experimento de Reynolds pero midiendo la variacion temporal de la velocidad longitudinal
en un punto arbitrario (punto A de la figura en el interior de una tuberia de diametro
D. Esta medicién de la velocidad instantanea se podria hacer con diversas técnicas como,
por ejemplo, anamometria térmica o anemometria laser. Si el caudal, ), que circula por
la tuberia fuese tal que Re = 4Q/(nmv) < Re. = 2300 (recuérdese que el flujo en el
interior de un conducto se puede considerar laminar si Re < 2300, mientras que diremos
que dicho flujo es turbulento si Re 2 4000) la velocidad del punto A, u4(t), seria constante
tal y como se muestra en el caso laminar de la figura Si ahora incrementamos () de
forma que Re ~ Re. aparecen de forma espontanea pequenas perturbaciones de la velocidad
que posteriormente se atentian. En este caso decimos que el flujo esta en transicién. Sin
embargo, si aumentamos todavia mas (), podremos observar como u(t) varia con el tiempo
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Figura 20.1: Velocidad instantédnea en un punto de un conducto para tres caudales (nimero de Reynolds) diferentes.

cadticamente, oscilando en torno a valor medio: el flujo se ha hecho turbulento. Estas
oscilaciones introducen un mecanismo de transporte, adicional al transporte molecular ya
estudiado previamente, conocido como transporte turbulento. El transporte turbulento de
masa, cantidad de movimiento y energia es un mecanismo mucho maés eficaz que el molecular
que tiende a homogeneizar la densidad, velocidad y temperatura en un campo fluido.

En esta leccién, complementada con el video didactico que se comentara en la sesién
practica, se veran las caracteristicas generales de los flujos turbulentos, mientras que en la
leccion siguiente se verd la tnica aplicacion préactica de los flujos turbulentos de este curso
(complementada también con una préctica de laboratorio): el flujo turbulento en conductos.
Aunque, como se ha dicho, la mayoria de los flujos de interés ingenieril son turbulentos,
es imposible abordar con rigor otros flujos turbulentos de interés préactico en este curso
introductorio de Mecanica de Fluidos para ingenieros. En cualquier caso, el flujo turbulento
en conductos es, con diferencia, el mas relevante en el &mbito de la ingenieria y en su estudio
se introducen conceptos y soluciones que son validas también para abordar cualquier otro
flujo turbulento en las proximidades de una pared sélida. Un resultado importante al que se
llegarda, que ya se vio en la practica del experimento de Reynolds y que es evidente a la vista
de las fluctuaciones de la velocidad en los flujos turbulentos, es que la friccion de un flujo
turbulento sobre una pared sdlida es mucho mayor que en un flujo laminar con la misma
velocidad media externa, lo cual tiene como consecuencia que, en un conducto, la caida de
presién es mayor para un mismo caudal y, por tanto, mayor la potencia de la bomba necesaria
para vehicular el fluido en el conducto si el flujo es turbulento.

Con los fundamentos que se ven en estas dos lecciones, el estudiante podra abordar
sin dificultad el estudio de cualquier otro tipo de flujo turbulento de interés ingenieril (ver
referencias citadas al final de la leccion).

20.2. Propiedades de los flujos turbulentos

Es dificil dar una definiciéon precisa de la turbulencia. Sin embargo, cualquiera que haya
observado el humo que emana de un cigarrillo o la estela que se forma detras de un objeto
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Figura 20.2: Ejemplos de flujos turbulentos: (a) humo emanando de un cigarro y (b) corriente en un tramo de un rio.

interpuesto en la corriente de un rio (ver figura tiene una idea mas o menos clara de lo
que es un flujo turbulento. Por ello, la mejor forma de introducir los flujos turbulentos,
antes de pasar a una descripcién matemdtica mas precisa, es enumerar las propiedades
fundamentales que los caracteriza.

Irregularidad y aleatoriedad. Los flujos turbulentos son irregulares, cadticos. De aqui la
imposibilidad (o, en cualquier caso, la ineficacia) de un tratamiento determinista para
su descripcion; en su lugar se recurre a métodos estadisticos.

Difusividad. Los flujos turbulentos son muy efectivos en difundir cantidad de movimiento,
masa y energia. Un flujo con aspecto irregular, pero en el que esa irregularidad no venga
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acompanada de una difusion efectiva, no es turbulento. Este aspecto de la difusién es
el que hace a los flujos turbulentos méas atractivos en muchas aplicaciones tecnologicas.

Es el responsable, entre otros ejemplos, de la mezcla efectiva y rapida de las diferentes
especies quimicas requerida para que las reacciones quimicas se produzcan mas
rapidamente; retrasa o previene la separacion de la capa limite, disminuyendo la
resistencia aerodinamica; aumenta la resistencia de los flujos en conductos en relacion
al flujo laminar; incrementa la velocidad de transmision de calor entre una pared sélida
y un fluido en cualquier maquina que utilice un fluido; etc.

Numero de Reynolds grande. Como se comenté previamente, los flujos turbulentos

ocurren siempre a altos nimeros de Reynolds, ya que, normalmente, la turbulencia
ocurre como consecuencia de inestabilidades de los flujos laminares cuando el niimero
de Reynolds supera un cierto valor critico, que suele ser grande. Desde un punto de vista
matematico, lo que ocurre es que por encima de este nimero de Reynolds existe una
interaccién entre los términos viscoso e inercial no lineal de la ecuacién de cantidad de
movimiento, dando lugar a inestabilidades que desembocan en un movimiento cadtico,
imposible de predecir deterministicamente. La dificultad matematica de predecir los
flujos turbulentos esta asi asociada a la no linealidad de las ecuaciones, y muchos de
los ultimos avances que se han hecho en el problema de la turbulencia provienen del
estudio de los sistemas dindmicos no lineales que, incluso con un reducido niimero de
grados de libertad, producen movimientos caodticos.

Tridimensionalidad y rotacionalidad. L.a  turbulencia se caracteriza por las

fluctuaciones, no sélo de la velocidad, sino también de la vorticidad. Es decir, los flujos
turbulentos no son nunca irrotacionales, sino que se caracterizan por niveles muy altos
de las fluctuaciones de la vorticidad.

Disipacion. Los flujos turbulentos son siempre disipativos, propiedad relacionada con la

difusividad. Esto implica que las corrientes turbulentas necesitan un suministro continuo
de energia para vencer la disipacién viscosa. Sin este suministro las fluctuaciones
turbulentas decaerian por viscosidad y el movimiento dejaria paulatinamente de ser
turbulento. Por la misma razén, un movimiento (irregular) en donde no se produzcan
esfuerzos viscosos que disipen las fluctuaciones no seria turbulento. Esta es, por
ejemplo, la distincion fundamental entre algunos tipos de ondas con movimiento muy
irregular, donde no hay disipacién, y los movimientos turbulentos, que son esencialmente
disipativos. El mecanismo por el cual la energia se transfiere desde las fluctuaciones de
mayor tamano, donde no existe disipacién (Re > 1), hasta fluctuaciones con escalas
mucho menores donde se produce la disipacién, esencial en los flujos turbulentos, es lo
que se conoce como cascada de energia (ver seccién siguiente).

Medio continuo. Las escalas m&as pequenas de las fluctuaciones turbulentas son

generalmente mucho mayores que las escalas de los movimientos moleculares, por lo
que las fluctuaciones de las propiedades del fluido son las de un medio continuo,
gobernadas por las ecuaciones de Navier-Stokes. Esto no quiere decir que se puedan
encontrar soluciones de estas ecuaciones ya que, como se dijo antes, las soluciones son
cadticas (irregulares y aleatorias), haciéndose necesaria una descripcién estadistica del
movimiento; pero las ecuaciones que describen el movimiento y que se toman como base
de partida son las ecuaciones de Navier-Stokes. Por otra parte, al ser la turbulencia
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una consecuencia casi exclusiva de la estructura de las ecuaciones del movimiento
(no linealidad) y no del fluido en si (de la estructura molecular), la mayoria de las
propiedades dinamicas de los movimientos turbulentos son las mismas para todos los
fluidos, independientemente de que sean gases o liquidos, siempre que el nimero de
Reynolds sea suficientemente grande. Esto hace que, desde un punto de vista estadistico,
el estudio de la turbulencia se pueda hacer en general.

20.3. Escalas de la turbulencia. Cascada de energia. Microescala de Kolmogorov

Se ha dicho que los flujos turbulentos se caracterizan por la disipacion viscosa y porque
el nimero de Reynolds es grande. Estas dos caracteristicas podrian parecer contradictorias,
pero no lo son debido a que en la turbulencia existen muchas escalas espaciales y temporales.

Las inestabilidades hidrodinamicas, que constituyen el origen de los flujos turbulentos,
dan primeramente lugar a fluctuaciones con un tamano que, en la mayoria de los casos, es
del mismo orden que la longitud caracteristica del flujo laminar original, L. Bajo ciertas
condiciones, estas grandes fluctuaciones son a su vez inestables, dando lugar a fluctuaciones
y torbellinos cada vez de menor tamano, de manera que se va produciendo una transferencia
de energia desde los torbellinos de escala mayor a torbellinos méas pequenos, lo que se suele
denominar como cascada de energia. En la escala mayor, el nimero de Reynolds asociado
es elevado (requisito indispensable para que pueda existir turbulencia) y el flujo se puede
considerar ideal, no existiendo disipacién viscosa en esa escala, por lo que el proceso de
transferencia continia hasta que la escala es tan pequena que la disipacion viscosa actua,
difundiendo y disipando los torbellinos. De acuerdo con este proceso, la turbulencia no se
puede mantener a si misma, dependiendo de su entorno para obtener energia.

Obviamente, la escala de los torbellinos mas pequenos donde se disipa la energia es tal
que el numero de Reynolds asociado a ellos es de orden unidad. Esto da un criterio para
estimar el orden de magnitud de la escala espacial y temporal mas pequena de la turbulencia,
denominada microescala de Kolmogorov. La generacién de esta escala pequena de las
fluctuaciones es debida a los términos no lineales de la ecuaciéon del movimiento, impidiendo
los términos viscosos que las escalas sean infinitamente pequenas, ya que disipan su energia
en calor. Por tanto, la escala mas pequena se autoajusta automaticamente al valor de la
viscosidad v, que es pequeno (mds precisamente, Re™! es pequeiio). Como las fluctuaciones
con escala de longitud pequena tienen también una escala temporal pequena, se puede suponer
que estas fluctuaciones son estadisticamente independientes de las fluctuaciones mucho mas
lentas de la escala grande y del flujo medio. Es decir, la escala méas pequena en la que
se disipa la energia turbulenta tiene que ser wuniversal, en el sentido de que no depende
de las particularidades de los grandes torbellinos ni del movimiento medio de cada flujo
turbulento, dependiendo asi, exclusivamente, de la viscosidad cinematica v y de la velocidad
de transferencia de energia e desde las grandes escalas a la escala pequena, que es también la
velocidad a la que se disipa la energia en la escala pequena, transformandose en calor. Esta
es la llamada teoria de equilibrio universal de Kolmogorov, cuyos resultados concuerdan muy
bien con las observaciones experimentales (como se verd en el video didéctico programado en
la sesion practica).

Como € tiene dimensiones de energfa por unidad de masa y tiempo (o potencia especifica),
es decir, de [L]*[t]® y [v] = [L]*[t]"!, mediante un simple anélisis dimensional se pueden
estimar los érdenes de magnitud de las escalas espaciales, temporales y de velocidad en los
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que se disipa la energia turbulenta:

[ = (”—3>1/4 7= (5>1/2 L v = (ve)/A, (20.1)

€ €

que constituyen la microescala de Kolmogorov, también llamada escala interna de la
turbulencia. Obviamente, el nimero de Reynolds asociado a esta microescala es de orden
unidad: lv/v = 1.

Para tener una idea mas precisa de la microescala de Kolmogorov habria que relacionar
la velocidad de disipacién de energia € con la longitud y la velocidad caracteristicas de las
escalas grandes de la turbulencia (que en muchas ocasiones coinciden con las del flujo medio).
Si V es la velocidad caracteristica de las fluctuaciones mayores, la energia cinética por unidad
de masa asociada a ellas sera de orden de V2. Suponiendo que esta energia se transfiere a
las escalas menores en un tiempo caracteristico del orden de L/V, donde L es el tamano
caracteristico de estas fluctuaciones, se tiene que la energia se transfiere a una velocidad
V3/L, que es también la velocidad de energfa disipada en la microescala,

e~V3/L. (20.2)

Esta estimacion implica que una fluctuacion o torbellino pierde una fraccién importante de
su energfa cinética, proporcional a V2, en el tiempo que da una vuelta. Esto no quiere decir
que en ese tiempo se disipe esa energia, sino que se transfiere a una escala mas pequena,
hasta que al final del proceso se disipa en la microescala. Sustituyendo (20.2) en (20.1) se
tienen las siguientes relaciones:

I\ 34
() e

—1/2

AN
() e

donde Re = (VL/v) > 1 es el nimero de Reynolds de la escala grande. Estas relaciones nos
indican que las escalas de longitud, tiempo y velocidad de los torbellinos mas pequenos son
mucho menores que las de los grandes torbellinos. A medida que el nimero de Reynolds
aumenta, la separacién entre las escalas también aumenta al hacerse mas pequena la
microescala de Kolmogorov, por lo que la independencia estadistica de esta microescala
serd mas evidente a grandes nimeros de Reynolds.

20.4. Tratamiento matematico de la turbulencia

Como se ha visto, las fluctuaciones mas pequenas de la turbulencia ocurren en una
escala (microescala de Kolmogorov) que decrece potencialmente con el inverso del niimero de
Reynolds, pero siempre permanece mucho mayor que la escala del movimiento molecular.
Experimentalmente se comprueba que esto es cierto incluso en los casos con nimeros
de Reynolds y de Mach muy grandes. Por tanto, excepto en casos muy extremos (flujos
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con numeros de Mach muy altos, donde ni siquiera es vélida la hipotesis de equilibrio
termodindmico local), los flujos turbulentos pueden ser descritos apropiadamente por las
ecuaciones de Navier-Stokes. Estas ecuaciones son deterministas, en el sentido de que dadas
la posicién y la velocidad de todas las particulas fluidas (en todas las escalas) en un instante
t,, en principio existe solucién de las ecuaciones para cada t > t,. Es decir, la turbulencia es
un fendémeno determinista, a pesar de lo intrincado e irregular de los movimientos turbulentos.
Sin embargo, debido a la no linealidad de las ecuaciones, fuente de las inestabilidades,
cualquier perturbacién infinitesimal de las condiciones iniciales da lugar a una solucion
sustancialmente diferente. Esto no solo afecta a la computacién numérica, en el sentido de
que es imposible conocer con precision absoluta las condiciones iniciales, sino que es algo mas
profundo, relacionado con el indeterminismo intrinseco y, por tanto, la no predecibilidad, de
ciertos sistemas dindamicos no lineales, como el movimiento de un fluido, en algunos rangos
paramétricos. No obstante, la simulacion numérica directa esta dando resultados cada vez mas
interesantes en flujos con nimero de Reynolds moderado. Para altos nimeros de Reynolds,
la simulacién sélo puede tratar las escalas mayores del flujo [recuérdese que la microescala
de Kolmogorov decrece a medida que aumenta Re], y estos resultados estan proporcionando
informaciéon muy valiosa sobre la estructura de la turbulencia. Pero la imprecisiéon asociada
a las pequenas escalas y a las condiciones iniciales, amplificada por la no linealidad de las
ecuaciones, da lugar a que después de un cierto periodo de tiempo el flujo turbulento simulado
difiera significativamente del flujo real.

De lo anterior se desprende la conveniencia (y también la necesidad) de usar métodos
estadisticos para tratar la turbulencia, de los cuales nos ocuparemos exclusivamente en
lo que sigue. Obviamente, la simulacion numérica no ha sido posible hasta el desarrollo
de los potentes ordenadores modernos, y, aun asi, de acuerdo con lo dicho anteriormente,
hay que utilizar hipotesis estadisticas para modelar las escalas mas pequenas de la
turbulencia si se quiere simular flujos con niimeros de Reynolds moderados y altos. Estas
hipétesis introducen ruido de fondo en la simulacién numérica, haciéndolas poco (o nada)
precisas para tiempos grandes. Por ello, a pesar de que, como se dijo antes, la simulacion
numérica estd proporcionando resultados muy interesantes, el tratamiento clasico estadistico,
complementado con hipdtesis semiempiricas o fenomenoldgicas, ha sido, y sigue siendo, muy
util para resolver problemas ingenieriles, sobre todo para aquellos problemas relacionados con
flujos turbulentos en las inmediaciones de paredes sdlidas, que seran los tinicos abordados
aqui.

En el tratamiento estadistico clasico de la turbulencia las magnitudes fluidas se
descomponen en dos partes, un valor medio y una fluctuacién con media nula. Asi, por
ejemplo, la velocidad U(Z,t) se descompone en un valor medio V() y una fluctuacién o'(z, t),

T=V4+7, (20.6)
de forma que
. 1 t+to
V=lim — / vdt. (20.7)
to—>00 to ‘

Las magnitudes medias (promediadas en el tiempo) se designarédn mediante una barra encima.
Para simplificar la notacion, no se utilizaran vectores, sino sus componentes. Obviamente el
valor medio de las fluctuaciones es nulo,

¢ to—00 to

. 1 t+to
= lim —/ (v; — V;)dt = 0. (20.8)
¢
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Figura 20.3: Descomposicién de una de las componentes de la velocidad como suma de una velocidad media més una
fluctuacion.

En la figura[20.3]se puede ver un ejemplo de la evolucién temporal de una magnitud fluida
(velocidad en este caso) con indicacién de su valor medio y sus fluctuaciones. Andlogamente a
la descomposicion de la velocidad se hara para las demas magnitudes fluidas. Por ejemplo, la
presién y la temperatura (se considerara que el flujo es incompresible, con lo que la densidad
es constante) quedardn como

T=0+T,p=P+Yp, (20.9)

T =P =0. (20.10)

20.5. Ecuaciones de Reynolds. Esfuerzos aparentes de Reynolds

La descomposicién de las magnitudes fluidas en valores medios y fluctuaciones fue hecha
por Reynolds (1895) con el objetivo de obtener ecuaciones para las magnitudes medias. De
esta forma, en vez de utilizar las ecuaciones de Navier-Stokes para las magnitudes fluidas en
cada punto y en cada instante, se utilizan las ecuaciones para los valores medios, las cuales,
con ciertas hipotesis semi-empiricas que veremos mas adelante, proporcionan una informacién
muy util sobre el flujo, sobre todo desde un punto de vista ingenieril.

Suponiendo, por simplicidad, que el flujo es incompresible y teniendo solo en cuenta las
ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento, tomando el valor medio de la primera,
V -v =0, y utilizando las definiciones y resultados de la seccién anterior, se tiene que el flujo
medio es incompresible:

oV;
=0. 20.11
o (20.11)
Restando esta ecuacién de Jv;/0x; = 0, se tiene que las fluctuaciones son también
solenoidales:
ov'!
Ui . (20.12)

al’i
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Andlogamente, tomando valores medios de la ecuacién de cantidad de movimiento (9.2)) (en
ausencia de fuerzas mésicas) se tiene

ov; o°P 0 ( ov; —)

pV; = vV (20.13)

- 4+ — !
8CL’j c%z @l’j 'uc“?xj Pl

donde, aparte de suponer que p = constante, se ha tenido en cuenta que el flujo medio es
estacionario y que

/
'Uj%:‘/ja‘/z 1)/~%:1/]-8VZ 0 —(vjv)), (20.14)
0z; Or; 7 0x; Or;  Ox,

siendo la tultima igualdad consecuencia de . La ecuacion ([20.13) para el flujo medio
es analoga a la ecuacion de cantidad de movimiento para el flujo local, pero con un término
adicional proveniente de la convecciéon de la cantidad de movimiento de las ﬂuctuaciones de
la velocidad. Este término se ha escrito como la divergencia del tensor —puv;v%, por lo que esta
magnitud hace las veces de un esfuerzo, similar al esfuerzo viscoso pdV;/0z;, pero que en vez
de ser consecuencia del transporte molecular de cantidad de movimiento, es consecuencia del
transporte de cantidad de movimiento por las fluctuaciones turbulentas de la velocidad. Por
ello se suele definir el tensor de esfuerzos aparentes, o turbulentos, de Reynolds como

Tij = —pv;vg (20.15)

Los elementos diagonales de 7, son los esfuerzos normales (presiones) turbulentos:
—pvE, —pui2 y —pu?, que suelen ser muy pequenos en la mayorfa de los flujos. Por
el contrario, los elementos fuera de la diagonal, —pvjv}, @ # j, es decir, los esfuerzos
tangenciales turbulentos, suelen ser mucho mé&s importantes que los correspondientes
esfuerzos tangenciales viscosos, pues, como se comentd en la seccion [20.1] el transporte
turbulento es mucho mas efectivo que el molecular.

20.6. El problema del cierre

La descomposicién del flujo en un flujo medio y sus fluctuaciones ha separado los efectos
de las fluctuaciones en las ecuaciones del flujo medio, apareciendo un tensor de esfuerzos
turbulento, 7;; = —pvjv}, en la ecuacién de cantidad de movimiento. Esta magnitud es
desconocida, por lo que el problema no esta cerrado. Se podrian escribir ecuaciones para esas
magnitudes, pero aparecerfan nuevas incognitas del tipo v;vivy, y asi sucesivamente. Por ello,
la forma habitual de cerrar el problema, sobre todo si uno quiere resolver problemas practicos
en los que ocurren flujos turbulentos, es mediante el uso de hipotesis fenomenolégicas o semi-
empiricas para el tensor de esfuerzos turbulentos. Existen diversas aproximaciones més o
menos adecuadas para describir distintos tipos de problemas (ver referencias). A continuacién
se vera solo una aproximacién relacionada con la denominada longitud de mezcla de Prandtl,

que sobre todo tiene utilidad para describir flujos turbulentos casi unidireccionales.

20.6.1. Longitud de mezcla

Como el concepto de longitud de mezcla encuentra sobre todo aplicacion en los flujos casi
unidireccionales (capa limite, flujo en conductos, etc.) que, por otra parte, son los tinicos flujos
turbulentos que se consideraran con algun detalle, se supondra, por tanto, que el movimiento
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medio es, en primera aproximacion, VU (y)é,. Presentar, por tanto, el concepto de longitud
de mezcla requiere presentar primero el de viscosidad cinematica turbulenta. Por analogia
con el esfuerzo laminar , la viscosidad cinematica turbulenta 1, que se define a
través del esfuerzo turbulento como

ou
oy’
donde v y v’ son las componentes de la velocidad de fluctuacion en las direcciones x e v,
respectivamente. A diferencia de v, que depende solo de las propiedades del fluido, v; depende
principalmente del flujo y, por tanto, de la posicién de la particula fluida. Pero, analogamente
a la viscosidad cinematica molecular, que para un gas es del orden del producto del camino
libre medio entre colisiones y la velocidad de agitacién molecular, v ~ Aer (cr es del mismo
orden que la velocidad del sonido a), se supone que v; es del orden del producto de una
longitud de mezcla, [,,, o longitud que recorre una particula fluida fluctuante antes de que
pierda su identidad mezclandose con las particulas fluidas de su entorno, y una velocidad
caracteristica de fluctuaciones u*,

= —pu't = puy (20.16)

v~ Lpu’. (20.17)
De esta forma se tiene que
1,2 (20.18)
T = pU lyy——. .
t P ay

Prandtl relacion6 la velocidad fluctuante u® con el médulo del gradiente de velocidad,
u* ~ 1,,|0U/dy| [lo cual se obtiene de (20.16)) haciendo |u/v'| ~ u*?], llegando a la expresion:

ouU | oU
Oy | 9y
La utilidad de esta expresion depende, obviamente, del grado de precisiéon con que se evalte
la longitud de mezcla (que es en si un concepto algo impreciso) en cada tipo de flujo.
Para movimientos turbulentos cerca de una pared sélida (capa limite turbulenta) 1, ~ ky,
donde y es la distancia perpendicular a la pared y x es una constante que se obtiene
experimentalmente. Ademas, la constante x es universal, en el sentido de que no dependen
ni del fluido ni de la intensidad turbulenta.

Este concepto de longitud de mezcla se utilizara mas en la leccién siguiente para obtener
el perfil de velocidad de un flujo turbulento cerca de una pared sélida, es decir, para resolver
la capa limite turbulenta y, consecuentemente, el flujo turbulento en un conducto.

(20.19)

T = —puv’ = plf,,,
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CAPITULO 21

Flujo turbulento en conductos

21.1. Introduccion

Como se dijo en la leccién anterior, la inica aplicacién préactica de flujos turbulentos que
se va a considerar en este curso con cierto detalle es el flujo turbulento en conductos, que
es, con diferencia, la de mayor interés ingenieril: por citar algunos ejemplos, el transporte de
crudo a través de oleoductos, de gas en gaseoductos, el transporte de agua potable en redes
de abastecimiento o el movimiento de gases en conductos de aire acondicionado.

En particular, se calculara el esfuerzo de friccién que la pared de un conducto ejerce
sobre un fluido en un movimiento turbulento completamente desarrollado (independiente de
la coordenada axial). Este conocimiento es esencial para calcular la potencia necesaria para
vehicular dicho fluido por el conducto. Con ese fin, lo primero que se hara serd obtener el
perfil de velocidad en una seccién transversal del conducto, integrando para ello la ecuacién
de cantidad de movimiento escrita en coordenadas cilindricas. Como se verd més
adelante, para llevar a cabo esta integracion se consideraran dos regiones en la seccién del
conducto: una, la méas extensa, para la parte central del conducto y otra més delgada para
la regién cercana a la superficie sélida del conducto, o capa limite turbulenta. Esta tltima
regién, la capa limite turbulenta, a su vez se dividira, para una facil obtencion del perfil
universal de velocidad de capa limite, en tres regiones: una interna o wiscosa, junto a la
pared; otra intermedia y, por ultimo, la exterior, que acoplara con el perfil de velocidad de
la parte central del conducto. Obtenido, por tanto, el perfil transversal de velocidad en el
conducto, seguidamente se puede obtener el esfuerzo de fricciéon o, adimensionalmente, el
coeficiente de friccion.

Un aspecto importante a destacar del perfil de velocidad que se obtendra en la capa
limite turbulenta es que las dos primeras regiones, la interior y la intermedia, son universales
e independientes del flujo turbulento que se esté estudiando, siendo solo la regién exterior
diferente para cada flujo turbulento estudiado. De este modo, las dos primeras regiones del
perfil de velocidad en la capa limite turbulenta serviran para caracterizar cualquier flujo
turbulento en las proximidades de una superficie sélida.
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21.2.  Perfil de velocidad y esfuerzo de friccion en un conducto de seccion circular

Considérese un conducto de seccion circular, de radio R, y longitud infinita, en el que la
seccién permanece constante a lo largo del mismo. Utilizando coordenadas cilindricas (7, 0, ),
donde x es la coordenada axial a lo largo del conducto, se obtendra aqui el perfil de velocidad
transversal en cada seccién suponiendo que el flujo turbulento medio no depende de la
coordenada axial (régimen turbulento completamente desarrollado), lo cual permitira calcular
la friccién entre el fluido y la pared sélida del conducto y su relacion con el caudal que circula
por él. .

Suponiendo, por tanto, que el flujo medio en el conducto es puramente axial, V = Ué,, y
siendo " = '€, +v'€, +w'éy el vector de velocidad de fluctuacién, las ecuaciones de Reynolds
de continuidad y cantidad de movimiento (20.13)) en las direcciones €, y €, se escriben
(por supuesto en coordenadas cilindricas y suponiendo que el flujo es incompresible):

oUu
T 10
10P 10 oU —
0=~ % Tror (a—‘“> (21.2)
le . 18P 1 @ ol
o _p or T@T(TU ) (21.3)

Suponiendo, ademds, que existe simetria azimutal, es decir, U # U(#), la primera ecuacién
nos dice que la velocidad media es funcién solo de r, U = U(r), hecho que se ha utilizado en
las otras dos ecuaciones para anular idénticamente los términos convectivos de las magnitudes
medias.
La ecuacion de cantidad de movimiento en la direccion radial puede integrarse con respecto
a r. Para ello, primero se deriva el dltimo término de ,
w?  19P v? o7

r por 1 or (214)

que multiplicada por p e integrada entre un radio r arbitrario y la pared (r = R) queda
R 52 002 _
—p/ udr—l—Pp—P—pv’on, (21.5)
., r

donde P, = P(r = R) y se ha tenido en cuenta que v'(r = R) = 0.
Derivando (21.5) respecto a x y teniendo en cuenta que en un flujo turbulento
completamente desarrollado las fluctuaciones no dependen de la coordenada axial x, se tiene

or _on,
oxr  Ox
Es decir, el gradiente axial de la presion media no depende del radio r donde tomemos la

presién, pudiéndose utilizar su valor en la pared para evaluarlo. Sustituyendo (21.6)) en ([21.2])
se tiene

(21.6)

10P, 10 ( 0U

el — —ruv ) = 21.
p8x+r€9r<yrar ruv) 0, (21.7)
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que multiplicada por r se puede integrar una vez:

2
_1r o5 + W(‘?_U — ru/v/ = constante = 0, (21.8)
p2 Ox or
siendo la constante de integracién nula puesto que en r = 0 lo es el primer miembro de la
ecuacion.

Antes de continuar con la integracion para obtener el perfil radial de la velocidad U del
fluido, es conveniente introducir un cambio de variable y usar la distancia desde la pared,
y = R —r, en vez de r, que permitird obtener una solucién para la capa limite turbulenta
cerca de la pared de validez general, no solo restringida al flujo en un conducto que estamos
considerando aqui. Usando la coordenada y la ecuacion queda

—— R-—y % _0

ou
v— +u'v +

= 21.
dy 2p Oz (21.9)

Para eliminar el gradiente axial de P,, se evalda la ecuacién en y = 0 (r = R) y se tiene en
cuenta que las fluctuaciones son nulas en la pared, quedando

P
, (5_[]) __Ron (21.10)
9 /) =0 2p Ox
que relaciona el gradiente de presion con el esfuerzo de friccion en la pared:
ou ROP, |
= — = ——. 21.11
=4 ( oy ) y=0 2 ox ( )

Es conveniente, ademas, definir una velocidad caracteristica de las fluctuaciones, u*, cuyo
orden de magnitud se puede estimar de (21.9) y (21.11), de forma que la velocidad de las
fluctuaciones al cuadrado es del orden del esfuerzo en la pared dividido por la densidad.
Definimos, por tanto,

u* = (1,/p)"?, (21.12)

que en estos momentos puede considerarse simplemente como otra forma de denominar el
esfuerzo de friccién en la pared. De esta forma, (21.10]) se puede escribir como

R OP
5= (21.13)
que sustituido en (21.9)) proporciona
yg—g WV = u? (?). (21.14)
Usando las variables adimensionales
U
Loy urt== (21.15)

!Obsérvese que esta ecuacién se podria haber obtenido sin més que aplicar la ecuacién de cantidad de movimiento
axial en forma integral entre dos secciones del conducto separadas por dz.
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esta ecuacién se escribe
1 dut U

=1—= 21.16
Re* dn + ur? m ( )

con

Re* =

(21.17)

14

el nimero de Reynolds asociado a la velocidad de fluctuacién. Dado que Re = U,R/v > 1
al ser el flujo turbulento, donde U, es un valor caracteristico de la velocidad media, se va
a suponer que Re* > 1, lo cual es razonable debido a que Re debe ser mayor que 2300
(normalmente es mucho mayor) y la velocidad caracteristica de las fluctuaciones u* no es,
ni mucho menos, del orden de 1000 veces menor que U,, a lo sumo suele ser en torno a un
5—10% de U,.? Este hecho permite resolver la ecuacién en dos regiones bien dife-
renciadas: una capa delgada cerca de la pared, donde n ~ v/u*R < 1 (y ~ v/u*), y la regién
externa donde n ~ 1 (y ~ R). En la mayor parte del conducto, cuando 1 ~ 1, el término
viscoso [primer término de (21.16)] es despreciable y existe un balance entre los esfuerzos
turbulentos y el gradiente de presién. Los esfuerzos viscosos solo cuentan muy cerca de la
pared, cuando n ~ 1/Re* < 1, 0 y ~ v/u*, que es, por tanto, la longitud hasta donde se
dejan sentir los esfuerzos viscosos de la pared, regién en la cual los esfuerzos viscosos son
comparables a los turbulentos y el segundo miembro de se reduce a la unidad, en
primera aproximacién. Se observa pues que Re* > 1 implica que la longitud caracteristica
donde los efectos de la viscosidad molecular son importantes, v/u*, es mucho menor que el
radio del conducto: R > =

Para la capa préxima a la pared, n ~ 1/Re* < 1, es conveniente reescalar la variable 7
mediante

*

7t =nRe* = 24 (21.18)
v
que es de orden unidad en esta capa, y la ecuacion queda
du®™  u'v
—_— =1. 21.19

Como nos encontramos cerca de la pared, se puede utilizar la hipétesis de longitud de mezcla
de Prandtl , que cerca de la pared se puede suponer proporcional a la distancia a la
misma, en primera aproximaciéon, v; = [, u* = kyu*. Experimentalmente se comprueba que
la constante k, que se suele denominar de von Karmén, es universal y vale aproximadamente
0,41 para cualquier flujo turbulento adyacente a una pared sélida. Asi, se escribe

ou ou
—uv' = Vta = —Vta—y, (2120)
y la ecuacién (21.19) queda
1+ T g (21.21)
a ) )

Esta ecuacién se debe resolver con la condicién de contorno

ut(nt =0)=0, (21.22)

2En cualquier caso, esta hipétesis de Re* >> 1 se justifica a posteriori por la excelente concordancia de los resultados
que se obtienen con ella (que se verdn a continuacién) con las medidas experimentales.
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resultando

1
ut = =1In(1+ rn"), (21.23)
K
que constituye el perfil de velocidad para la regién cercana a la pared. Para nt < 1
(y < v/u*), esta expresion se reduce a la ley lineal

~ ot yg;, (21.24)

u+

v
u*

que corresponde al perfil de velocidad existente en la regién més cercana a la superficie
solida, donde domina la friccién viscosa, denominada por tanto subcapa laminar o viscosa.
Seguida a esta subcapa y dentro de la capa limite turbulenta, para n™ > 1, se tendria el
perfil logaritmico

1
um=—Inknt, nt>1, (21.25)
K

conociéndose a este segundo tramo como subcapa intermedia o logaritmica.

30
Regién exterior para:
Un gradiente adverso de presion 7’
Una placa plana '/
25 El flujo en conductos /4
Un gradiente favorable de presion
20 —
W = G
Subcapa ’ E
i lineal, . .
ecj;iicgj‘"’(;{‘_ 621) — Subcapa intermedia
ut = 5—[ 15 — \(/
Expresion

logaritmica,

10 eznacién (21.25)
Datos experimentales
5 -_—
Regién interior
0 | I I
1 10 102 103 10*
gt =

Figura 21.1: Perfil de velocidad en la capa limite turbulenta (figura adaptada de White, 2004).

Para completar el perfil de velocidad queda por resolver la regién externa en la que
n = O(1). En ella la ecuacién (21.16) se reduce a

u'v’
U*2

~1-1, (21.26)
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pero ahora, lejos de la pared, la aproximacién de Prandtl no es valida. Aqui, el
movimiento viene gobernado por un balance entre la conveccién de cantidad de movimiento
exterior (producido por el gradiente de presion) y los esfuerzos turbulentos originados en
el interior. La solucién en esta regién exterior, que constituye la mayor parte del perfil
de velocidad, se debe obtener experimentalmente. En la figura se muestran las tres
subcapas mencionadas y se observa cémo las dos primeras, subcapa laminar y logaritmica,
son independientes del flujo turbulento que esté teniendo lugar lejos de la superficie solida,
variando, eso si, el perfil de velocidad correspondiente a la region exterior en funcion del
flujo turbulento que se esté estudiando. Sin embargo, los experimentos para obtener la region
exterior se simplifican notoriamente debido a que el perfil de velocidad ahi (de forma mas
precisa, U — U,, donde U, es la velocidad en el eje, que es la méxima), no depende de la
viscosidad (por ser Re* > 1). Asi,

U—-Uy= f(u",R,y,U,), (21.27)
o, en forma adimensional,
ey (77, Z) - (21.28)
u u

Como U,/u* > 1, se puede eliminar la dependencia de (U —U,)/u* con U,/u*, en primera,
aproximacién [de hecho, si se escribe — en términos de U — U,, U, desaparece del
problemal, quedando

U-U,

u*

~ F (n), (21.29)

que es la denominada ley de defecto de velocidad. La funcién F' tiene que, por un lado,
anularse en el eje, F'(n = 1) = 0, y, por otra parte, acoplar asintéticamente con la solucién
(21.25)) para n < 1. Esta ultima condicion nos dice que, para n — 0,

Uy U
de (21.29) = F(n) + u—o - (21.30)

1 U
de (21.25) =~ In(kn™) = u™ = —, (21.31)
K u*

U, 1

—F(n) + — — —In(kn*), y usando 2L.13), (21.32)
U K
U 1 1 1

:>F(17)+—S — —Inn+ —In Re* + —Ink. (21.33)
U K K K

Viendo las dependencias en la tltima ecuacion se concluye que

1
F(n) - —Inn+ B, (21.34)
K
siendo I )
— = —InRe* + A, (21.35)
U K

y donde A y B son constantes arbitrarias, pero que verifican A + B = (Ink)/k. Estas cons-
tantes, al igual que k (~ 0,41), se determinan experimentalmente. Asi, se encuentra que

B ~ 55, de donde A ~ 7,7. Los experimentos demuestran que la ley lineal (21.24) vale
para n* < 5, de forma andloga a la capa limite sobre una placa plana. La ley logaritmica
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Figura 21.2: (a): Distribucién de velocidad en un conducto de pared lisa y su comparacién con medidas experimentales
de Nikuradse y Reichardt. Téngase en cuenta que la abcisa es el logaritmo decimal de n™ (figura tomada de Schlichting,
1987). (b): Coeficiente de friccién A en funcién del nimero de Reynolds. La curva 1 es la correspondiente al flujo

laminar, A = 64/Re; la curva 2 es la ecuacién (21.42)) y la 3 corresponde a la aproximacién de Blasius (21.44) (figura
tomada de Monin y Yaglom, 1971).
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A
: Us Laminar

V. o

U, |
i Turbulento

Figura 21.3: Comparacién entre el perfil de velocidad laminar (parabdlico de Hagen-Poiseuille) y turbulento en un
conducto circular por el que circula el mismo caudal (misma velocidad media V).

(21.23), que incluye a la anterior, es aproximadamente vdlida para ™ < 70, mientras que
para ™ > 70 la ley de defecto de velocidad se puede aproximar por u* ~ 11,51/ [ver Fig.
21.2|(a)].

En realidad, para el propdsito de hallar una relacién entre la friccién y el caudal, no
interesa tanto los detalles del perfil de velocidad como la relacién . De hecho, debido
a que el perfil de velocidad turbulento resultante de las expresiones anteriores es mucho
més plano que el correspondiente al flujo laminar de Poiseuille (ver figura , se puede
aproximar la velocidad media V' por la velocidad méaxima en el eje U, (la diferencia se
absorberd ajustando de nuevo las constantes empiricas de las expresiones anteriores), de
forma que el caudal vendria dado por

Q = 7RV ~ nR*U,. (21.36)

Definiendo, como de costumbre, el niimero de Reynolds, basado en la velocidad media y el
diametro,

2RV _ 2RU,

~

2
Re* Yo

v v u*

Re =

(21.37)

asi como el coeficiente de friccién

P 2
T T U
Cy = %pVQ ~ %pUQ =2 (—) , (21.38)

e incluyendo ambas definiciones en la expresion (21.35]), se obtiene la siguiente relacién entre
Cy y Re:

2 1 1. (o
— =1 —Iny/—+A—-In2. 21
c; HnReqLHn 5 n (21.39)

La constante libre A no coincide con el valor dado anteriormente ya que U, no es exactamente
igual a V. Experimentalmente se encuentra que para un flujo turbulento completamente
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desarrollado en un conducto circular de pared lisa se tiene:

1
——=—= ~ 1,76 In(Re/Cf) — 0,7. (21.40)

N

Normalmente se suele utilizar, en vez de CY, el denominado factor de friccién de Fanning
(también llamado de Darcy-Weisbach en la literatura hidrdulica)

8T,
A=4C; = -2 21.41
f pv27 ( )
1
— ~0,88In(Rev'\) — 0.8. (21.42)

VA

Esta expresion permite calcular, para cada Re, la friccién turbulenta y, por tanto, la caida
de presion en el conducto debida a la friccién [ecuacién (21.11) o ((12.25)]:

AP 1AL

APnR? = 2rRL7,, o, sin dimensiones, W =5

(21.43)

donde AP es la diferencia de presion entre la entrada y salida (de dreas mR?) y 7, es el
esfuerzo viscoso actuando sobre la pared lateral del conducto (de drea 2w RL). Asi, dado
un caudal y un didmetro, que definen Re, las expresiones (21.42)) y (21.43) proporcionan el
incremento de presién necesario (en general presién reducida) para mover ese caudal.

La expresion , junto con la correspondiente para un flujo laminar, A = 64/Re
lecuacién (13.5])] y resultados experimentales, se representan en la figura 21.2(b) (comparar
también con los resultados de la préctica de laboratorio sobre el experimento de Reynolds).
La expresion laminar vale hasta el nimero de Reynolds critico. Desde Re ~ 2300 hasta
Re aproximadamente igual a 4000 no existe ninguna expresion analitica, y los valores del
coeficiente de friccion A fluctiian bastante. A partir de Re ~ 4000, la expresion es
véalida para un conducto de pared lisa (ver seccién siguiente para una definicién precisa de
pared hidrodindmicamente lisa). Esta expresién se puede simplificar en ciertos rangos del
nimero de Reynolds mediante férmulas aproximadas semiempiricas. Por ejemplo, Blasius
(1911) introdujo la simplificacién

A~ 0,316Re""*, 4000 < Re < 10°, (21.44)

que también se representa en la figura 21.2(b). Otra correlacién simplificada debida a White
(1974), que tiene un rango de validez mayor [practicamente la misma que la ecuacién (21.42))],
es

A~ 1,02(log Re) ™27, (21.45)

donde log representa el logaritmo decimal.

21.2.1. Efecto de la rugosidad de la pared

La rugosidad de la pared del conducto apenas afecta a la fricciéon cuando el flujo es laminar
(flujo de Poiseuille). Sin embargo, cuando el flujo es turbulento, su efecto es muy importante:
las rugosidades promueven la turbulencia y, sobre todo, pueden llegar a destruir la subcapa
laminar, cambiando completamente el perfil de velocidad y, por tanto, la friccion.
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Es evidente que las rugosidades aumentan la friccion en relacién a un conducto liso. Pero
la cuantificacién de este efecto no se puede hacer de una forma analitica como se ha hecho
antes para un conducto de pared lisa, teniéndose que recurrir a la experimentacién. Por
supuesto, esta experimentacién se hace guiada por el andlisis dimensional y la semejanza
fisica. En relacion al problema considerado anteriormente del conducto liso, aparece una
longitud caracteristica adicional que es la altura media de las rugosidades, €. Asi, el problema
tiene tres longitudes caracteristicas: el espesor de la subcapa laminar o distancia a la pared
hasta donde se deja sentir la viscosidad molecular, v/u*; el radio del conducto, R, y la altura
media de las rugosidades, €. Sin embargo, en la solucion que estamos interesados en obtener,
cerca de la pared del conducto, el radio del conducto no tiene influencia, por lo que el perfil
de velocidades en esa region dependera de

U=U(v,u"evy), (21.46)

que mediante andlisis dimensional se simplifica a

14 14

ut = ug —f <y“ “‘*) = f(n*,eh). (21.47)

Es decir, ademds de la variable adimensional ™ que aparecia en la solucién para un conducto
liso, se tiene que u™ depende de la rugosidad a través del pardmetro adimensional €™ = eu* /v.
Este simple analisis dimensional nos proporciona un criterio para saber cuando un conducto
se puede considerar hidrdulicamente liso: el efecto de la rugosidad es despreciable cuando

*
Jr:UE

€ < 1. (21.48)

v
En otras palabras, el conducto (la superficie sélida en general) se puede considerar liso a
efectos hidrodinamicos cuando la altura de las rugosidades es mucho menor que el espesor
de la subcapa laminar. Cuando esto ocurre, la viscosidad se encarga de disipar cualquier
perturbacion del movimiento originada por la rugosidad, no dejandose sentir su efecto en el
resto del flujo.

Una vez conocido el perfil de velocidad, por un procedimiento anédlogo al descrito an-
teriormente para un conducto liso, se puede hallar una expresién para el coeficiente de
friccion A, que ahora dependerd del nimero de Reynolds y de la rugosidad relativa, €/D.
Una expresion que recoge los datos experimentales tanto para conductos lisos como rugosos
dada por Colebrook y corregida por White es

=S = —20log {E/—D + ﬂ] . (21.49)
\/X 377 Re\/X
Normalmente toda la informaciéon A = A\(Re, ¢/ D), tanto para flujo laminar como para flujo
turbulento en conductos lisos y rugosos, se suele dar en forma de un diagrama denominado
diagrama de Moody (1944), que se representa en la figura .

Una particularidad importante de la relaciéon A = A(Re, e/D) es que deja de ser funcién
del nimero de Reynolds para conductos completamente rugosos (et = eu*/v > 70,
aproximadamente). De acuerdo con la expresién (21.49), esto ocurre para €/D mayor que,
aproximadamente, 9,3/ Rev/\. El valor de Re, para cada valor de la rugosidad relativa e /D,
a partir del cual A\ solo depende de esta tltima se representa en la figura mediante
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Figura 21.4: Diagrama de Moody para A
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una linea discontinua. En estos casos los calculos se simplifican muchisimo al no depender el
coeficiente de friccién del nimero de Reynolds (ver seccién siguiente).

Para terminar, es conveniente senalar que el valor del factor de friccién dado por el
diagrama de Moody se suele también utilizar de forma aproximada en los casos en que el
conducto no sea circular, siempre que se utilice, en el lugar del diametro D del conducto
circular, un didmetro equivalente obtenido en funcién del denominado radio hidraulico,
definido como el cociente entre la seccion A del conducto dividida por el perimetro mojado
IT (se puede utilizar incluso para el flujo turbulento en un canal abierto):

= = (21.50)

Para un conducto circular, r, = 7D?/4rD = D/4. Asi, se utiliza el diagrama de Moody
sustituyendo D (en el nimero de Reynolds y en la rugosidad relativa) por 4rj,. En cuanto a
la velocidad que aparece en el nimero de Reynolds, se toma la velocidad media, @)/A.

21.3. Ecuaciones, condiciones iniciales y de contorno para el movimiento
turbulento de liquidos en conductos

En esta seccién se considerard el movimiento turbulento de liquidos en conductos de
seccién lentamente variable, teniendo en cuenta la friccién en la pared. Para derivar las
ecuaciones se seguird un procedimiento andlogo al utilizado en la leccién [I7], aplicando los
principios de conservacién de masa y cantidad de movimiento a un volumen de control como el
de la figura[I7.1] pero teniendo en cuenta los resultados sobre la friccién turbulenta derivados
en la leccion anterior. La ecuacion de la energia no se considerara porque en este curso no se
abordaran los flujos turbulentos compresibles (de gases) en conductos.

En primer lugar se supondra que no hay variaciones bruscas de la secciéon ni de la direccién
alo largo del conducto (el efecto de cambios bruscos en la seccién y en la direccidn se tendra en
cuenta al final de esta leccién). Es decir, si 7, es el radio hidraulico del conducto [ecuacién
(21.50))], el cual dependerd, en general, de la coordenada axial a lo largo del conducto z, se
supondra que
d’f‘h

dx

donde L y R, son una longitud axial y un radio de curvatura caracteristicos.
De la ecuacién de continuidad, la primera condicién (21.51)) implica que el movimiento en
el conducto es aproximadamente unidireccional:

<1 (Th < L), r, < R, (21.51)

Vi ~ v% <V, (21.52)

donde V y Vi son velocidades caracteristicas en las direcciones axial y transversal al
eje del conducto, respectivamente. Por otro lado, se supondra que el flujo es turbulento
completamente desarrollado y, de acuerdo con la seccion (figura , en primera apro-
ximacién se puede suponer que el perfil de velocidad en cada seccion es practicamente plano.
Es decir, la velocidad turbulenta media, ¥ ~ vé,, serd funcién solo de la coordenada axial

3Como en lo que sigue no aparecersn magnitudes de fluctuacién, no se utilizardn letras maytisculas para designar
los valores medios.
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z y del tiempo ¢, v ~ v(x,t). El efecto de la friccién queda asi relegado a la pared, y se
tendra en cuenta de forma global utilizando las expresiones de la leccién anterior. Para ello
se definird un esfuerzo de friccion medio 7, en cada seccidén

Tn
T, = Z/HTpdl, (21.53)

donde TI(x) y A(x) son el perimetro y la seccién; 7,(z,t) se calculard mediante el coeficiente
de friccion A dado en (21.41)) en donde en lugar de V' ahora se usa la velocidad v de cada
seccién, es decir,

1
To = gquﬂ, (21.54)

donde A es una funcién del nimero de Reynolds, Re = 4vr, /v, y de la rugosidad relativa,
€/4ry,, representada en la figura .

En cuanto a la presiéon media, también se considerard que es una funcién de x y de
t solamente, p = p(x,t), puesto que la hipétesis implica, como ya se vio en la
seccion [17.1, que las variaciones transversales de la presién son mucho més pequenas que
las longitudinales a lo largo del conducto: Arp/Arp ~ (r,/L)* < 1.

En definitiva, se supondra que el flujo turbulento completamente desarrollado en un
conducto de secciéon y curvatura lentamente variables estda definido por las magnitudes
turbulentas medias, no solo en relacién a las fluctuaciones turbulentas, sino también en cada
seccién,

'U(SL’,t), p(%,t), (2155)
para las cuales se derivaran ecuaciones y se fijaran condiciones iniciales y de contorno a
continuacion.
21.3.1. Ecuaciones del movimiento

De la aplicacion, como anteriormente se anticipd, del principio de conservacion de la masa
al volumen de control de la figura [21.5] se tiene

p=cte, Ve.=cte

d d
dt Jv, ) S V. S

—vA+ (v+dv)(A+ dA) = —vA +vA + vdA + Adv + dvdA = 0. (21.57)

Despreciando el término cuadratico dvdA = O(dx?) frente al resto, queda

0A ov

v%dx + A%dx =0; (21.58)
es decir,
o) _
i 0. (21.59)

Anélogamente, la ecuacién de cantidad de movimiento en la direcciéon x se escribe

ov  O(w*A) op A ou
APE + 1% aﬂj‘ - _A% - Toa - Pa_an (2160)
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Figura 21.5: Volumen de control diferencial.

donde se ha supuesto que las fuerzas masicas derivan del potencial U y se ha utilizado el
esfuerzo de friccién medio . Para obtener el término de fuerzas de presion se ha tenido
en cuenta también la fuerza de presion que en la direccién z las paredes ejercen sobre el
fluido, la cual, despreciando términos de orden (dz)?, es igual a p(9A/Ox)dx. El segundo
término de se puede reescribir como

( ) ) ( 0 por -21.59 2/
o(v-A ov 0 v%) ov ov/2
p ox Py ox v ox pY ox p or ' (21.61)

con lo que ([21.60)) se escribe
ov  ow?/2 10p OU Av?
+ -+ =—=

8t+ Ox pdz  Or 8y’

drpv €
= — 21.
v (2, 1) .t

(21.62)

donde el factor de friccién

se puede obtener mediante la figura 21.4] Se observa que la tnica diferencia entre esta
ecuacion y la correspondiente a un flujo ideal es el término de friccién (diferencia formal;
conceptualmente son muy distintas puesto que en un fluido ideal el primer miembro es igual
a cero a lo largo de cada linea de corriente y, puesto que todas las lineas de corriente parten de
la misma region uniforme, se cumple para toda la seccién; aqui es un promedio aproximado
en cada seccién).

Comparando en el término de friccién con el convectivo podemos saber cuando el
efecto de la friccion sera despreciable. En efecto,

o?j2  V? Av? V2
~

—_—~ 21.64
ox L > 8ry, ry ( )
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es decir,

AL
—— (21.65)
Tn

Asi, para AL/r, < 1, el término de friccién es despreciable y se tiene la misma ecuacién que
para un flujo ideal, en primera aproximacion.
Finalmente, las ecuaciones necesitarian una condicién inicial (c.i.) y dos de contorno (c.c.)
para ser resueltas:
c.i.: v(z,0); (21.66)
c.c.: v(0,t) y p(0,¢). (21.67)

Sin embargo, para el caso que se estd abordando de un liquido (p = constante), desaparece
una condicién inicial, ya que la ecuacién de continuidad (21.59)), una vez integrada, se escribe

vA = Q(t), (21.68)
donde el caudal () no depende de x. Como

v(x,t) = 132((;)),

(21.69)

dado A(x) y el valor de v en un punto para cada instante, por ejemplo v(0,t),
autométicamente se conoce v(z,t) para todo x y t. Por tanto, no hace falta condiciéon inicial
para la velocidad. En cuanto a las condiciones de contorno, no se suele especificar v(0, 1),
sino dos condiciones de contorno para la presién, p(0,t) y p(L,t), que fijan el caudal, como
se vera a continuacion para el caso estacionario, pero que es valido en general.

21.4. Flujo casi estacionario

Se va a abordar en esta seccion el caso en que las ecuaciones del movimiento son lo mas
sencillas posible: aquel en el que el movimiento es casi estacionario (ejemplos no estacionarios
se verdn en los ejercicios). Para ello, se debe verificar que el nimero de Strouhal sea muy
pequeno:

L
St=— < 1, (21.70)
vt,
lo cual asegura que los efectos no estacionarios son pequenos frente a los convectivos. Si la
friccién es muy importante, mucho mas que la conveccién de cantidad de movimiento, es
decir, si AL/rp > 1, la condicién anterior se relaja a

AL
St < “=(> 1), (21.71)
h

ya que es suficiente con que el término no estacionario sea despreciable frente al término de
friccion.
Las ecuaciones del movimiento serfan [(21.59)) y (21.62))]:

vA = Q, (21.72)
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o (v p Av?
—=+-+U)=—" 21.73
Oz < 2 * P * ) 8rp ( )
Sustituyendo (21.72)) en (21.73) e integrando entre z = 0 y un z arbitrario se tiene
QQ P z /‘z )\QQ
—+=-4U = — ——dx. 21.74
(2A2 + 1% + =0 0 87"hA2 v ( )

Como, ademas, () = constante,

Q (1 1 p —p(0) O
T mw) v =G [ @

En el caso en el que tanto la seccion del conducto como la rugosidad fuesen constantes,
A # A(x), A # A(x), la ecuacién anterior se simplifica a

p(x) — p(0) AQ?
_ - _ % . 21.
p +U(z) —U(0) 8rhA2x (21.76)
Evaluando ahora esta ecuacién en el otro extremo x = L del conducto se tiene
p(L) — p(0) AQ?
———— 2+ UL)-U0) = ———=L 21.77
HUL) = U(0) = —<5L, (21.77)
de forma que el caudal para un conducto de longitud L viene dado por
8y, A?
Q* = =5 PO + U (0) =p(L) = pU(L)]. (21.78)

Como A depende del nimero de Reynolds y, por tanto, de @ (para un 7, y un A dados),
la ecuacién anterior se suele resolver iterativamente utilizando el diagrama de la figura [21.4;
dadas la diferencia de presién reducida entre la entrada y la salida del conducto y la geome-
tria del mismo, se supone un caudal y se calcula \; mediante la ecuacion anterior se obtiene
un nuevo caudal que se utiliza para recalcular A, y asi sucesivamente hasta que el proceso
converja. En el limite en el que la pared del conducto sea completamente rugosa (limite de
conducto hidraulicamente rugoso considerado en la seccién , A es sélo funcién de la
rugosidad relativa (es constante), y la ecuacién anterior proporciona explicitamente el caudal.

21.5. Pérdidas localizadas en tuberias

Los sistemas de tuberias suelen tener cambios bruscos en la seccién de los conductos
(vélvulas, ensanchamientos y contracciones, etc.) asi como cambios repentinos de la direccién
de los mismos (codos, tes, etc.). La caida de presién de remanso en estas regiones suele
ser relativamente importante, a pesar de lo reducido de las dimensiones espaciales de estos
accesorios en comparacion con la longitud de los conductos, y a veces puede superar con
creces la caida de presion originada por la friccién en las paredes de los conductos. Por ello
la importancia de su cuantificacion. Estas pérdidas localizadas de la presion de remanso se
deben, fundamentalmente, a la formacion de torbellinos como consecuencia de la separacion
de la corriente y a la produccién de corrientes secundarias en relacion a la corriente principal
en los conductos. Estos movimientos suelen ser muy complicados, por lo que la cuantificacion
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Figura 21.6: Ensanchamiento brusco.

tedrica de estas pérdidas es, salvo excepciones, practicamente imposible. Por ello se recurre a
la experimentacién (guiada, por supuesto, por el andlisis dimensional y la semejanza fisica).
En esta seccién se comentaran muy brevemente algunas de las pérdidas localizadas mas
significativas.

En el caso de flujos turbulentos incompresibles, como los que estamos considerando, es
practica habitual expresar la pérdida de la presiéon de remanso en términos de un coeficiente
adimensional ( que relaciona la caida de la presién de remanso con la energia cinética del
flujo por unidad de volumen:

(Ap)loc = C %pIUQ- (2179)

Para cada tipo de accesorio en donde se produce la caida localizada de presion, ¢ depende
de los diferentes pardmetros geométricos adimensionalizados y, si la friccion es también
importante, del nimero de Reynolds. En ocasiones también se suelen expresar las pérdidas
localizadas en términos de la longitud equivalente de tuberia que por friccién originaria la
misma caida en la presiéon de remanso, pero es menos usual.

A continuacion se consideraran brevemente los tipos mas bésicos de situaciones donde se
producen pérdidas localizadas, comenzando con el ensanchamiento brusco, que es el tinico
caso para el que es posible obtener ( tedricamente. Informacion exhaustiva sobre pérdidas
localizadas puede encontrarse, por ejemplo, en la monografia de Idelchik (1986).

21.5.1. Ensanchamiento brusco

Considérese un cambio brusco en la seccién de una tuberia como el esquematizado en la
figura La caida de presion de remanso es debida a la separaciéon de la corriente y la
consecuente formacién de torbellinos, y se puede obtener sin mas que aplicar las ecuaciones
de conservacion de masa y cantidad de movimiento aplicadas al volumen de control de la
figura:

U1A1 = ’UQAQ == Q, (2180)

pQ(v2 — v1) = (p2 — p1)Aa. (21.81)
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Dividiendo esta tltima ecuacién por pAs y utilizando la primera, se obtiene

2 2 2 2
pr , V7 D2 Uy Ay U1
LT S ") 1——1] =. 21.82
, +5 p + +< Ag) 5 ( )

Cens. - (1 - A_Q) . (2183)

En el limite Ay > Aj, (.ns. =~ 1, perdiéndose, como es légico, toda la energia cinética
del fluido que entra en el ensanchamiento, (Ap)ens. =~ pv?/2. Como en este limite vy, < vy,
la ecuacion se reduce a p; = po. Esta situacién ocurre, por ejemplo, cuando un
conducto descarga en un depdsito, siendo la presion del liquido en la descarga del conducto
practicamente igual a la presién existente en la seccion del depdsito donde descarga.

U1 V2

Figura 21.7: Contraccién brusca.

21.5.2. Contraccidn brusca

En una contraccién brusca como la de la figura[21.7], la corriente se separa antes y después
de la misma, produciéndose un estrechamiento de la vena liquida después de la contraccion.
A pesar de ello, las pérdidas suelen ser bastante menores que en un ensanchamiento brusco

A
o

Reentrante: Bordes vivos: Ligeramente =~ Muy redondeados:
K =0,78 K=04-05 redondeados: K =0,05
K=02-0,25

Figura 21.8: Coeficiente de pérdida de presién de remanso a la entrada de un conducto (tomada de White, 2004).
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Figura 21.9: Esquema de la corriente en un codo.

de la misma relaciéon de areas. Definiendo

2
)

(Ap)con. = Ccon.ﬂ?; (2184)

el coeficiente (,,,. no se puede determinar tedéricamente como en el caso de un ensanchamiento
brusco puesto que A,,;, es desconocida, y hay que recurrir a la experimentacion.
Aproximadamente se tiene

Ay

Coom. ~ K (1 - —) , K =04-0,5. (21.85)
Ay

Si Ay/A; < 1, lo cual corresponderia, por ejemplo, a la descarga de un depdsito a través
de un conducto, (..,. =~ K. Como se observa en la figura[21.8] el coeficiente K puede reducirse
apreciablemente redondeando los bordes de la entrada del conducto. Asi, cuando los bordes
estan suficientemente redondeados, las pérdidas son despreciables y puede suponerse que la
presion de remanso se conserva a la entrada del conducto.

21.5.3. Codos

En los cambios bruscos de la direccion del flujo en un conducto, la pérdida de presion de
remanso se produce por tres mecanismos: por separacion de la corriente, por fricciéon en la
pared y por la formacién de flujos secundarios (ver figura . Estos ultimos son debidos a
la accion de las fuerzas centrifugas, y se superponen a la corriente principal.

El coeficiente de perdidas depende, para un conducto circular, del dngulo del codo (9), de
la relacién entre el radio de curvatura y el didmetro del conducto (R./D), de la rugosidad
relativa y del nimero de Reynolds (estos dos tltimos a través del coeficiente de friccién \).
Para un conducto de seccién circular, se puede utilizar la expresion (valida para R./D > 3,
aproximadamente)

Coodo ™ 0,0175Ac%5, (21.86)

donde el dngulo § viene dado en grados y A\, = A.(R./D, Re). Valores experimentales de A.
en funcién de R./D se pueden consultar, por ejemplo, en Idelchik (1986). Téngase en cuenta
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también que estos resultados se pueden extrapolar a secciones no circulares si uno usa 4ry,
en vez de D.
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Ejercicios de flujo turbulento en conductos.

Ejercicio resuelto

Un camion cisterna, que transporta un volumen V; de un liquido de densidad p y cuya
cisterna se puede suponer que es un paralelepipedo recto de longitud [ y anchura e, tiene
que descargar todo su volumen de liquido en un depésito, inicialmente vacio, situado a una
altura H respecto al camiéon. Para ello se utiliza una bomba colocada a la salida de la cisterna
del camion y un conducto de longitud L y diametro D con una vélvula justo antes de su
conexién con el depésito (ver figura ; por simplicidad se supondra que inicialmente
todo el conducto estd relleno del mismo liquido a descargar). Teniendo en cuenta que la
relacién entre la potencia que la bomba comunica al fluido y el caudal que circula por ella
es W = Q(a+ fQ), donde o y  son constantes conocidas, y suponiendo que la presién
del aire en el interior de la cisterna del camién, a medida que va saliendo el liquido, es la
atmosférica, que (el) > D?  que la conexién del camién al conducto (antes de la bomba)
estd bien disenada y no genera pérdidas localizadas, que el movimiento en el conducto es
turbulento, con coeficiente de friccién A constante y conocido, que la pérdida localizada de
presién de remanso en la valvula antes del depdsito es K, veces la energia cinética por unidad
de volumen que circula por el conducto, con K, conocido y constante, y que el depdsito al
que se descarga tiene una area transversal A (con A > D?), se pide:

1. Obtener las ecuaciones diferenciales que gobiernan la evolucién temporal del caudal
Q(t) y de la altura h(t) del depdsito en funcién de los datos conocidos del problema.

2. Obtener, a partir de las ecuaciones deducidas, qué fraccion del volumen inicial del fluido
contenido en la cisterna se bombearia hasta el depdsito con la configuracion analizada.

Solucion.
Aplicando el principio de conservacién de masa en forma integral al volumen de control
definido por el liquido en la cisterna, suponiendo que se ha iniciado su vaciado, se obtiene

v _d(elhe) __dh

Q=@ &

(21.87)

donde V' es el volumen instantaneo de liquido en la cisterna y h. el nivel de liquido. Por otro
lado, h. esté relacionada con h (altura del liquido en el depdsito) si se tiene en cuenta que
el caudal de liquido que sale del camion entra en el depdsito, por lo que se puede escribir la

igualdad

dh dh
C—A— = 21.

el
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{g

Figura 21.10: Esquema del trasvase.

cuya ultima igualdad nos proporciona la primera ecuacion que se buscaba para h y (. Al
tener estas dos incégnitas hay que obtener otra nueva ecuacion para cerrar el problema.
Ademas, la primera igualdad de (21.88]) se puede escribir como

eldh. = Adh, (21.89)
que integrando a ambos lados se obtiene
A
ellhe(t) — he(t =0)] = A[h(t) — h(t = 0)], h.(t) = ah(t) + he,, (21.90)
Vo

donde se ha hecho uso de h(t = 0) = 0 y se ha definido h.(t =0) = e hey -
e

La segunda ecuacién que estamos buscando se obtiene de resolver el flujo turbulento que
estd teniendo lugar por el conducto en el que A = cte y por donde fluye un caudal @) que
varia con el tiempo. La ecuacién que nos permite calcular este caudal @) es (21.62]):

ov  Ow*/2 10p oU Av?
— + fo =
ot ox pOdx  Ox ry,
donde @) no aparece explicitamente, sino a través de la velocidad del fluido en el conducto
v: Q =vnD?*/4 = v A,.. Sise usa esto en (21.91)), junto con r, = D/4 por ser un conducto
de seccién circular, que U = gz y siendo 9(v?/2)/dz = 0 por ser la seccién del conducto

constante, se tiene:
1dQ 0 (p AQ?
— T~ (£ = — 21.92
At T or <p+gz> 2D A’ (21.92)

ecuacién que se convertird en la segunda ecuacién que se estd buscando, una vez que se
integre respecto a x y se elimine el gradiente de presién reducida. Por tanto, se
integrard entre los dos extremos del conducto x = 0 (después de la bomba) y x = L (antes
de la valvula). Para esta integracién es necesario conocer la presién reducida en esos dos
extremos (condiciones de contorno), por lo que lo siguiente estd dedicado a ese fin, es decir,
se buscard: p,—o y p.—r ( es la coordenada que recorre el conducto a lo largo de su eje y
tiene su origen tras la bomba).

(21.91)
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=

fi 12 3

Figura 21.11: Detalle de la unién camién-conducto-bomba-conducto.

La cisterna del camién estd unida al conducto a través de una contraccién brusca en la

que no hay pérdidas por lo que (ver figura [21.11])
Po1 = Po2 (21.93)

siendo también
v, A0 por ser [ X e > D?

2
)
Por = Posy = Dy +72£= Pp = Pa + pghe(t), (21.94)
con lo que (21.93)) queda

Po2 = Pa + pghe(t). (21.95)
La ecuacién de la energfa a través de la bomba proporciona (ver figura 21.11)):
pv?
W =Q (pos — po2) = Q |p3 + o P~ pghe(t)| = Qla+ 5Q), (21.96)

ecuacion que permite conocer la presion en el punto 3, es decir, p3 = p,—o:

2
v
Py = pa+ pghelt) + o+ 5Q = T = poa. (21.97)

Para conocer la presion en el otro extremo del conducto, x = L, hay que analizar la
valvula y la descarga al depésito a través de la expansién brusca que lo une al conducto (ver
figura . En la valvula se pierde K, veces la energia cinética por unidad de volumen del
fluido que circula por el conducto, por lo que

2 pU2

v
Pos = P4 + % = Pos + KUT, (21.98)

y, a su vez, en la expansion brusca se tiene

2

v
Pos = Pos + %, (21.99)

donde se ha tenido en cuenta que se pierde toda la energia cinética del fluido al pasar por
ella. Por otro lado, en el fondo del depdsito se tiene la siguiente equivalencia entre presiones

de remanso (ver figura [21.12)):

vf,~0 por ser A > D?

2,
PUs,
Poe = Dofy = Py +7QZ— Pf, = Da + pgh(t), (21.100)
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4X5 6 fo

Figura 21.12: Detalle de la unién conducto-valvula-conducto-depdsito.

por lo que sustituyendo hacia atras se puede obtener la presion en el extremo x = L del

conducto, es decir, py:
2

v
Pa=pa+pghlt) + Ko = poy. (21.101)
Ahora se puede integrar (21.92) respecto a = y usar las condiciones de contorno (21.97)

y (21.101)) para, con una, evaluar la constante tras la integracion y, con la otra, obtener una
ecuacién para (). En efecto, reescribiendo (21.92) como

1dQ  2Q?
—_—— = 21.102
<Acdt+2DAg>6x+8<p+gz> 0, (21.102)
se puede integrar todos sus términos, quedando
1d AQ?
(Zd—cf + QDQA§> T + (g + gz) = constante. (21.103)
Usando la condicién de contorno (21.97)) en el extremo x = 0 (z = 0) se tiene que
2
constante = 22 = potat 5Q + ghe(t) — % (21.104)
p p

Sin embargo, usando (21.101) en z = L (2 = H) para evaluar la constante de (21.103]) se

habria obtenido:

([ 1dQ | a@Q? P4
constante = (A_E + 2DA§> L+ (p +g9H (21.105)
_(1dQ 2Q? Pa v?
—(A—%—FZDAg)L—F(p—F h—FKE—l-gH (21.106)
1dQ | AQ? Pa v’
L H\ + K,— 21.1
(A dt+2DAg> —i—(p—i—g[fH— ] + 5 (21.107)

y, como la “constante” en (21.104) y (21.107) es la misma, igualdndolas se obtiene:

Pa+ o+ Q v (1dQ  AQ? Pa v?
p + ghe(t) 5 1 dtJFQDA2 L+ p—l—g[h+H]+K2

que, simplificando, usando v = @)/A. y la relacién dada en (21.90)), se puede reescribir como
Ld 2
Q bR L9 Q@ (

AL Q A
K,+1+22) -2 h{l—Z|+H—h,) =0 (21.108
Acdr — p T2\t ) p+g<{ }Jr ) ( )

D el



CAPITULO 21. FLUJO TURBULENTO EN CONDUCTOS 341

ecuacién diferencial ordinaria no lineal que, junto con

dh
Q=A—. (21.109)

proporcionan las evoluciones temporales de () y h. Estas ecuaciones se deben resolver con las
condiciones iniciales Q(t = 0) = 0 y h(t = 0) = 0, completando asi lo pedido en el primer
apartado.

Por otro lado, el bombeo se mantendrd mientras la bomba sea capaz de vencer las
resistencias que presenta el conducto, la valvula y la altura del liquido en el tanque de destino.
Una vez que la bomba no pueda superar esas resistencias el depdsito superior dejara de
llenarse alcanzando h(t) un valor estacionario o final h.. En ese momento @) = 0, por lo que,

de (21.108]), se tendria

—g—l—g(he |:1_é:|+H_hco):0' (21.110)
p el

Despejando h, queda finalmente
o heey — H

1-4]

el

(21.111)

De esta ultima expresion se puede obtener la condicién que tiene que cumplir la bomba para
que, al menos, llegue algo de fluido al depdsito, es decir, para que h, > 0. Asi, (21.111))
proporciona como condicién que

a>pg(H — he) . (21.112)

Problemas propuestos

1. Un depésito que contiene un liquido de viscosidad cinemaética v y densidad p descarga
a través de un conducto horizontal, hidraulicamente liso, de longitud L y diametro D.
Suponiendo que el movimiento en el conducto es turbulento, que el nivel H de liquido
en el depodsito permanece practicamente constante y que los valores numéricos de las
diferentes magnitudes son L = 100 m, D = 10 cm, H = 10 m y v = 107% m?/s, calculen
el caudal @). jEs razonable suponer que el flujo es turbulento?

bS]
S

, D Q

K- ——————————

Figura 21.13: Esquema de la descarga de un depdsito a través de un conducto horizontal
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2. El conducto vertical de longitud L y didametro D de la figura [21.14] inicialmente lleno

de un fluido de densidad p y viscosidad u, se estd vaciando forzado por la caida del
émbolo de masa M. Suponiendo que el movimiento en el conducto es turbulento, con el
coeficiente de friccién A constante (independiente de la viscosidad), obtener la ecuacién
diferencial que gobierna la posicién del émbolo en funcién del tiempo, es decir, h(t).

Suponiendo que la masa del émbolo fuera despreciable, obtener de la ecuacién anterior
el caudal estacionario que se generaria.

Pa

Q

M

L,D,\

h(t)

Q

Figura 21.14

3. La instalacion de la figura [21.15| se pretende utilizar para medir experimentalmente

la constante adimensional asociada a la pérdida de carga localizada en un accesorio
arbitrario. El sistema consiste en un conducto vertical de longitud L y diametro D que
estd conectado al fondo de un depdsito de dimensiones muy grandes, de manera que se
mantiene constante el nivel H de liquido (de densidad p y viscosidad u) . En el extremo
inferior del conducto se coloca el accesorio cuya pérdida de carga se quiere medir. Con
el sistema funcionando en régimen permanente se mide in-situ el caudal ) que descarga
por la instalacién, con el que se puede obtener la pérdida de carga localizada teniendo en
cuenta los demas datos del problema. Suponiendo que el movimiento en el conducto es
turbulento, completamente desarrollado, y que en el accesorio se produce una pérdida
de K, veces la energia cinética por unidad de volumen que circula por el conducto,
obtener la expresion que permite obtener la constante K, en funcién de () y otros



CAPITULO 21. FLUJO TURBULENTO EN CONDUCTOS 343

datos del problema. Evaluar numéricamente su valor para los siguientes datos: ©=0.001
kg/(m-s), p =1000 kg/m?®, H =10 m, L =5 m, D =5 cm, ¢ =9.8 m/s*>, Q =50 1/s y la
tuberia es de hierro colado.

Suponiendo que H disminuye ahora hasta H =1 m, usando el valor de K, obtenido
anteriormente como valido y considerando la posibilidad de que A varie con la viscosidad,
obtener el caudal ) que se obtendria de la instalacién. ;Es correcta la consideracién de
flujo turbulento?

Pa

L,D,\

Llfial_|

Figura 21.15: Instalacién con accesorio

Q, p, 1 D

Q

P1

| 17 |

Figura 21.16

4. Por el conducto de didmetro D de la figura [21.16] circula un caudal () constante y
desconocido de un liquido de densidad p y viscosidad p. Para tratar de conocerlo se
instala un mandémetro en forma de U acoplado al conducto, estando separados sus
brazos una distancia L (L > D). El manémetro tiene un liquido de densidad p;
que por la diferencia de presion entre los extremos del tubo en U se desplaza hasta
alcanzar una posiciéon final estacionaria, encontrandose los frentes liquidos separadas
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por una distancia vertical h (ver figura [21.16)). Suponiendo que el flujo en el conducto
es turbulento, con coeficiente de friccion A, obtengan una expresion que proporcione ()
en funcién de h y demés datos del problema.

Evalten el caudal cuando el conducto se puede considerar hidraulicamente liso, con
L=1m,h=5cm, D=25cm, p=100 Kg/m? u = 0,001 Kg/(m s) y p; = 1000
Kg/m?®. ;Es correcta la suposicién de que el flujo es turbulento?

El sistema de la figura consiste en un conducto de didmetro D con dos brazos
en forma de L, de longitudes [, y [, conectado en su extremo final con un depdsito de
seccion A. Inicialmente todo el conducto esté relleno de un liquido de densidad p. El
dispositivo permite elevar el émbolo de masa M situado en el depdsito cuando por el
extremo horizontal del conducto se aplica una fuerza F' constante sobre otro émbolo
colocado al efecto. Sabiendo que el movimiento del fluido en el conducto se puede
considerar turbulento, con coeficiente de friccion A independiente de la viscosidad, que
en el codo hay una pérdida de presién localizada K, veces la energia cinética por unidad
de volumen que circula por el conducto, que tanto el rozamiento de los émbolos con las
paredes como la inercia de los mismos es despreciable, se pide:

a) Ecuacién que gobierna la posicién h(t) del émbolo del depésito en funcién de la
fuerza aplicada y demés datos del problema.
b) Obtengan el valor final o estacionario h,.

¢) Den el valor minimo que debe tener F' para conseguir separar el émbolo del fondo
del depésito.

d —

l-) l2

| b | h

I K. F 4>I K,

Figura 21.17: Izquierda: sistema en ¢ = 0. Derecha: sistema en un instante t.

6. El depésito cerrado de la figura [21.18| contiene un liquido de viscosidad p y densidad

p, inicialmente hasta una altura hg. El aire que ocupa el resto del depdsito se mantiene
a una presion constante py; > p,, de forma que el liquido descarga a la atmdsfera a
través de un conducto de didmetro D en forma de S que sale de la base del depdsito.
Sabiendo que el movimiento del fluido por el conducto es turbulento y que el coeficiente
de friccion A es independiente de la viscosidad, obtengan el par de ecuaciones que
gobiernan el caudal @ y la evolucién temporal del nivel de liquido h(t). Den el valor
final estacionario de h en funcién de py y demés datos del problema.

Un depdsito de grandes dimensiones tiene adosado a una profundidad H de la superficie
libre del liquido un tubo vertical de diametro D y longitud total L > D a través de
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Figura 21.18: Descarga por un tubo en S.

Q

> 9

Figura 21.19: Descarga por un tubo vertical con codo y vélvula.

un codo (ver figura . Inicialmente el tubo estd vacio gracias a una valvula que
impide la salida del liquido del depédsito. En t = 0, se abre completamente la valvula
de modo que el tubo empieza a llenarse. Suponiendo que el movimiento del liquido (de
densidad p) en el tubo es turbulento, con coeficiente de fricciéon A independiente de la
viscosidad, que en la valvula existen unas pérdidas de K, veces la energia cinética por
unidad de volumen del liquido que circula por el tubo y que las pérdidas localizadas en
el codo son despreciables, se pide:

a) Ecuacién diferencial que gobierna la evolucién de la altura h(t) del liquido que
asciende por el conducto.
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b) Valor estacionario h. de h. ;Cudnto valdria h. si la friccion fuera despreciable
(AL/D < 1)7 Con esta ultima consideracion, den el criterio para que la aceleracién
del fluido sea despreciable.

8. Para una aplicacién industrial se requiere un caudal constante () de gasolina de densidad

p v viscosidad p. Este caudal se tiene que suministrar a una cierta distancia del depésito
de almacenaje de la gasolina, por lo que para ello se va a utilizar un conducto de longitud
L, seccién constante e inclinado un dngulo « respecto a la horizontal (ver figura .
Sabiendo que el depdsito es lo suficientemente grande y que mantiene su nivel gracias
a otro sistema de regulacién, que la entrada del conducto esté bien disenada y no hay
pérdidas en ella, que en esta region la energia cinética por unidad de volumen a la
entrada del conducto es despreciable frente a la presion que hay en el fondo del depdsito
y que el flujo en el conducto se puede considerar turbulento siendo A el coeficiente de
friccién, se pide obtener el diametro D del conducto a utilizar para conseguir el caudal
() deseado.

Evaluar D para Q = 4,25 x 107 m3/s, p = 680 Kg/m?, p = 2,92 x 107* Kg/(m-s),
L=2m, H=28my a =40 ° dando también el material que se utilizaria para el
conducto. ;Es correcta la suposicion hecha de energia cinética por unidad de volumen
despreciable a la entrada del conducto frente a la presion en el fondo del depdsito?

Pa

-
<y

Figura 21.20: Esquema de la instalacion.

9. Los dos depésitos (de grandes dimensiones) de la figura[21.21|estan conectados mediante

un conducto de hierro galvanizado nuevo que tiene un diametro D y una longitud
L (L > D), siendo H la separacién entre sus dos superficies libres, que permanece
practicamente constante. Por accion de la gravedad se genera un caudal @) del liquido
(de densidad p y viscosidad p) desde el depédsito superior al inferior. Suponiendo que
el movimiento en el conducto es turbulento y que las uniones entre los depdsitos y el
conducto estan bien disenadas y no tienen pérdidas localizadas apreciables, se pide:

a) Caudal @) que se estd trasvasando.

b) Si se quiere aumentar el caudal anterior en un 50 %, ;de qué didmetro ha de ser el
conducto, si fuera del mismo material?
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Datos:
p=103kg/m? p=10"3kg/(ms), L =100m, D = 0,3 m (para el apartado 1), H = 20
m.

Figura 21.21

10. La instalacion mostrada en la figura consta de un depdsito superior, un depdsito
inferior de seccion circular A, altura H y aislado térmicamente y un conducto de longitud
L y didmetro D (A > D?) conectando ambos depésitos con una vdlvula al final
del mismo. A su vez, el depdsito inferior tiene adosado una miniturbina en su parte
superior tal que la potencia que se extrae de ella estd relacionada con el gasto de aire
que circula por la misma como W (t) = BG(t), donde B es una constante conocida.
Con esta instalacion se pretende aprovechar el liquido de densidad p embalsado en
el depdsito superior para obtener una potencia en la miniturbina cuando se llena el
depésito inferior y el aire encerrado en él es forzado a salir a través de aquella. Sabiendo
que el depdsito superior mantiene su nivel de liquido constante, que L > D, que el
movimiento en el conducto se puede considerar turbulento, siendo el coeficiente de
friccién A independiente de la viscosidad, que en la valvula se produce una pérdida de
carga de K, veces la energia cinética por unidad de volumen del liquido que circula por
el conducto y que inicialmente, antes de abrir completamente la valvula, el depdsito
inferior esta lleno de aire en condiciones atmosféricas, se pide:

a) Obtener 2 tunicas ecuaciones donde solo aparezcan las incégnitas h(t) y py(t),
junto con las correspondientes condiciones iniciales y demés datos conocidos del
problema, y la ecuacién para W (t) en funcién de estas 2 incognitas.

b) Considerando que la miniturbina no funcionase, cerrando herméticamente el
Hsito inferior, simplifiqu uaci rior valor ionari
depdsito inferior, simplifique las ecuaciones anteriores y den los valores estacionarios
que alcanzarian las distintas magnitudes.
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Figura 21.22: Descarga de depdsito y miniturbina.
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Figura 21.23: Descarga a través de un conducto con dos tramos de seccién diferente.

11. El depésito de seccién A de la figura contiene un liquido de densidad p y
viscosidad p, siendo su nivel inicial Hy. Conectado a su fondo existe un conducto
vertical con dos tramos de longitudes L y [, y didmetros D y d < D, ambos constantes
(D? < A,L > D,l > d), que permiten el vaciado del depésito. Suponiendo que el
movimiento del fluido por los conductos se puede considerar turbulento (A es constante
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12.

13.

e independiente de la viscosidad), que la unién entre el depésito y el conducto esté bien
disenada mientras que en la unién entre los dos conductos existen unas pérdidas de
K, veces la energia cinética por unidad de volumen que circula por el conducto de
diametro d, obtener la ecuaciéon diferencial que gobierna la evolucién de H con el tiempo.
Simplificarla en el caso de que d = D, [ < L y fricciéon despreciable y, entonces, obtener
el orden de magnitud del tiempo de vaciado del depdsito.

A

Pa(t) pa(t)

Figura 21.24

Un depdsito de seccién A y altura H, cerrado y aislado térmicamente, contiene un nivel
inicial Ay de un liquido, estando ocupado el resto del depésito por aire que inicialmente
estd en condiciones atmosféricas. El depdsito tiene unido en su base inferior un conducto
de longitud L y didmetro D (D < L, D? < A) con una vélvula al final del mismo, que
se abre en t = 0 permitiendo la descarga del liquido a la atmdésfera (ver figura .
Suponiendo que el movimiento del liquido en el conducto es turbulento, con coeficiente
de friccion A independiente del niimero de Reynolds, y que la pérdida de carga en la
valvula es K veces la energia cinética por unidad de volumen del liquido que circula
por el conducto, se pide:

a) Ecuaciones que describen la altura, h(t), del liquido en el depdsito, la presion, py(t),
y la densidad, p4(t), del aire en el depdsito.

b) Valores finales de h, pg y pa-

Para estudiar el transitorio de un acelerémetro en forma de U como el de la figura [21.25
se supone que el movimiento del liquido de densidad p en el conducto es turbulento con
coeficiente de friccion A constante, y que las pérdidas en los codos son despreciables. Si
la aceleracién a del vehiculo en el que esta instalado el acelerometro es constante y en
la direccién indicada en la figura [21.25] se pide:

a) Ecuacién que determina la altura del liquido en funcién del tiempo.
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Figura 21.25

b) Adimensionalicen la ecuacién anterior y hallen el orden de magnitud del tiempo
necesario para llegar al estado estacionario. Obtengan ademas la condicién que se
debe verificar para que las fuerzas de friccion en la pared sean despreciables.

c¢) En el limite anterior de friccién despreciable, integren la ecuacién y representen
graficamente la altura del liquido en funcién del tiempo. Comenten el significado
fisico del resultado.

14. Un depdsito descarga a través de un conducto horizontal de longitud L y didmetro
D < L (ver figura . Inicialmente la valvula V' estd cerrada y el conducto vacio.
Al abrirse la vélvula el frente liquido z(t) avanza por el conducto hasta llegar al extremo
del mismo después de un cierto tiempo t = t; con una velocidad v;. A partir de este
instante, la velocidad del liquido en el conducto aumenta hasta que llega a un valor
estacionario v. Suponiendo que en todo momento el movimiento del liquido en el
conducto es turbulento, sin influencia de la viscosidad en el coeficiente de friccién A,
que la altura H del depdsito se puede suponer constante, y que la caida de presion de
remanso en la valvula es K veces la energia cinética por unidad de volumen que circula
por ella, se pide:

a) Ecuaciones y condiciones iniciales que describen z(t) y la velocidad en el conducto,
asi como la condicion que permite determinar t; y vy.

b) Una vez que todo el conducto esta lleno de liquido, escriban la ecuacién diferencial
y la condicién inicial que proporciona la velocidad en el conducto en funcion del
tiempo.

c¢) Velocidad en el conducto que se alcanza en el estado estacionario y orden de
magnitud del tiempo necesario para que se alcance dicha velocidad.

15. El dispositivo inyector de la figura consta de un cilindro de didmetro Dy y longitud
[ dividido por un pistén, y un conducto de longitud L y didmetro D < Dy (D < L)
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adosado a su parte derecha. Mediante un compresor se inyecta aire, tomado a presion
y temperatura ambiente, en la region del cilindro a la izquierda del piston. Este aire
aumenta la presion py, empujando el piston y expulsando el agua situada en la parte
derecha del piston a través del conducto. El movimiento del agua en el conducto es
turbulento, con coeficiente de friccién A independiente de la viscosidad, mientras que
el movimiento del agua en el cilindro de didmetro Dg se puede suponer ideal, siendo la
pérdida localizada de presién de remanso al pasar al conducto de diametro D la mitad
de la energia cinética por unidad de volumen del agua que circula por el conducto.
Suponiendo ademas que todo el dispositivo esta aislado térmicamente, que la masa y
el rozamiento del pistén son despreciables, encontrandose inicialmente a una distancia
/3 de la tapa izquierda del cilindro y que la energia cinética del aire a la entrada del
cilindro es despreciable frente a su entalpia, se pide:

a) Potencia W que hay que suministrar al compresor para conseguir que el inyector
proporcione un caudal de agua constante ().

b) Expresiones simplificadas de W en los limites en que pQ?/D'p, es muy grande y
muy pequeno frente a la unidad (p es la densidad del agua). Supongan que D < D.



352

16.

17.

MECANICA DE FLUIDOS. R Fernéndez Feria y J. Ortega Casanova

K

C X Z
X @ X J
/V'V = Qo+ BQ?)

Figura 21.28: Circuito cerrado para el célculo de la constante K.

Se dispone de una instalacion como la de la figura para calcular el coeficiente de
pérdida localizada K de una valvula. Consta de un depédsito del que sale un conducto
de longitud total L y didmetro D que recircula un liquido de densidad p de nuevo
al deposito. El liquido es impulsado por una bomba que le suministra una potencia
W = Q(a — fQ?), donde @ es el caudal que circula por la instalacién y a y 3 son
constantes conocidas. Detras de la bomba hay un caudalimetro C'. Primeramente se
pone en funcionamiento la bomba sin la valvula en el circuito y se mide un caudal
(s. Posteriormente se incorpora la valvula cuya constante adimensional de pérdida K
se desea determinar detras del caudalimetro, se pone en funcionamiento de nuevo la
bomba y se mide un caudal ). < @, circulando por la instalacién. Suponiendo que
el movimiento del liquido en el conducto es turbulento, con coeficiente de friccién A
independiente del nimero de Reynolds, y que son despreciables las pérdidas localizadas
en los codos y en el caudalimetro, determinen A y K en funcién de los datos del problema
y de los caudales Qs y (). medidos.

Una miniturbina extrae potencia del agua contenida en un pequeno embalse, que se
supone rectangular y de seccién A. La conduccién que va del fondo del embalse a la
turbina tiene una longitud L y un didmetro D (figura . Inicialmente, la valvula
que hay justo delante de la turbina esta cerrada y la altura del nivel del agua, respecto
a la turbina, es Hy. Se desea conocer la evolucién de la potencia suministrada por la
turbina en funcién del nivel H(t) del embalse una vez que se ha abierto la vélvula.
Para ello supongan que el flujo en el conducto es turbulento, con coeficiente de friccién
A independiente del nimero de Reynolds; que la potencia extraida por la turbina es
una funcion lineal del caudal ) de agua que circula por ella, W = QW,, donde Wy es
una constante; que las pérdidas localizadas a la entrada del conducto y en la valvula
(una vez abierta) son Ky K, veces, respectivamente, la energia cinética por unidad
de volumen que circula por el conducto, y, finalmente, que el difusor a la salida de la
turbina no tiene pérdidas. Con estas hipdtesis, se pide:

a) Ecuacién que gobierna la altura H(t).

b) Integren esta ecuacién una vez y hallen la potencia W en funcién de la altura H.
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Figura 21.29: Miniturbina.

18. En un sistema de almacenamiento de energia, la potencia no utilizada que se va a
desperdiciar se invierte en bombear agua desde un embalse con superficie libre a una
altura H; en relacién a la bomba a otro cuya superficie libre estd a Hy > H; (ver
figura , de manera que gran parte de esta energia se puede recuperar mas tarde
‘cambiando’ la bomba por una turbina (o utilizando una turbomdquina reversible). En
uno de estos episodios de bombeo, la potencia 1itil que se le comunica al liquido a través
de la bomba es W, conocida y constante. Suponiendo que el movimiento del agua en
la conduccion de longitud L es turbulento, con coeficiente de friccién A independiente
de la viscosidad, que las alturas H, y Hs permanecen practicamente constantes debido
al tamano de los embalses, y que se desea que el caudal bombeado sea ) (para que el
rendimiento de la bomba utilizada sea el méximo posible), se pide:

a) Calcular el didmetro D que tiene que tener la tuberia. Hallen la ecuacién algebraica
que debe satisfacer D en funcién de los datos y, también, simplifiquenla en el
limite en el que la friccién sea despreciable (den el el criterio de validez de esta
simplificacién en funcién de los datos).

b) Si se invierte el movimiento del liquido y la bomba se sustituye por una turbina,
calcular la potencia Wr extraida por la turbina suponiendo que el caudal es el
mismo (D es el calculado en el apartado anterior). ;Cudl seria el rendimiento de
la operacion?

Desprecien las pérdidas localizadas en las salidas de los depdsitos, en cada caso, y en el
apartado 2 supongan que la presiéon de remanso a la salida de la turbina se conserva.
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Figura 21.30: Sistema de almacenaminto de energia bomba-turbina



Practica de laboratorio: Pérdidas de carga en
una instalacion hidraulica

Objetivo, montaje experimental, ecuaciones y definiciones

El objetivo de esta practica es la obtencion de las pérdidas de presion de remanso
(comunmente conocidas como pérdidas de carga) que se producen en distintos tipos de
elementos o accesorios que se pueden encontrar en una instalacion hidraulica. Como se
comentd previamente en la seccién [21.5] es conveniente y habitual expresar la pérdida de
presién de remanso localizada en términos de un coeficiente adimensional ¢ que relaciona la
caida de la presién de remanso con la energia cinética del flujo por unidad de volumen que
circula por la instalacién, segin se mostré en (21.79).

Para cada tipo de accesorio que se va a analizar en esta practica, se obtendra el
coeficiente ( mediante la mediciéon, por un lado, del caudal que circula por el accesorio,
lo cual permitira conocer la energia cinética del fluido que circula por él, y, por otro, de la
diferencia de presion entre los dos extremos del mismo para diferentes caudales. Para ello se

utilizard escrita como
¢ = (?L);“, (21.113)
30U
y se realizarda un promedio entre los diferentes caudales utilizados. En realidad, el coeficiente
¢ depende, ademas del tipo de accesorio y de las dimensiones relativas del accesorio concreto,
del nimero de Reynolds* y, por tanto, del caudal. Pero esta dependencia no es apreciable
salvo que el rango de niimeros de Reynolds sea muy amplio.

La figura muestra el montaje experimental.® El agua que circula por la instalacién
proviene de un depdsito situado en la parte inferior y es impulsada mediante una
bomba centrifuga. El accesorio a ensayar se colocara en la parte recuadrada, configurando
adecuadamente el sistema de valvulas. En la figura también se muestran los distintos
elementos de la instalacion, entre los que cabe destacar para la realizacion de la préactica
el caudalimetro analdgico y los manometros. El caudalimetro es de tipo rotametro, similar
al descrito en el problema [2] de la leccion 10, pero que utiliza un ’flotador’ cénico de
aluminio. Este flotador adquiere una posicién de equilibrio determinada dentro de la cavidad
troncoconica en funcién del caudal que circula. La graduacién del caudalimetro ha sido
calibrada previamente, marcando el caudal en litros por hora (el minimo es 200 1/h).

4Ver, por ejemplo, Idelchik (1986).

5Ha sido realizado por Juan José Santiago Ruano en el Proyecto Fin de Carrera ’Disefio, montaje y puesta en
marcha de un banco de pruebas para Mecédnica de Fluidos y Turboméaquinas’, dirigido por Carlos del Pino Penas y
Alberto Ferndndez Gutiérrez, con la colaboracién de Sergio Pinazo Ortega.
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Figura 21.31: Esquema de la instalacion.

En cuanto a los manémetros, disponen de conectores rapidos (de uso comin en sistemas
neuméticos) para poder acceder facilmente a determinados puntos de la instalacién y conocer
asi la presion en esos puntos, o la diferencia de presién entre dos puntos. En particular, de
entre los manémetros que dispone la instalacion, en la practica se utilizara un mandémetro
diferencial de columnas de agua como el que se muestra en la figura Se conectara a la
entrada y a la salida del accesorio para medir la caida de presion a través del mismo mediante
la diferencia de altura existente entre las dos columnas de agua. Después de que se hayan
equilibrado las dos columnas de agua en los tubos verticales del manémetro y teniendo en
cuenta que la presién del aire en la parte superior de los tubos es la misma por estar ambos
conectados,® digamos py, aplicando fluidostética en cada columna de agua, se puede escribir

(ver figura [21.32)

p1 = po+pgH, (21.114a)
p2 = pot+pgHa, (21.114b)

con Hy — Hy = h, y donde p; y ps son las presiones en las secciones transversales en las que
estan conectados los manémetros y cuya diferencia nos interesa conocer. Para ello, despejando

po de (21.114al) y sustituyendo su valor en (21.114b)) se tiene
p1 = p2 — pgHs + pgHy, (21.115)
de modo que la diferencia de presién buscada entre los extremos del accesorio es
p1— P2 = (Ap)iec = pgH1 — pgHy = pgh. (21.116)

El montaje experimental ha sido disenado con suficiente versatilidad para que diferentes
accesorios se puedan intercambiar facilmente y cuantificar las pérdidas de carga de cada

SEsta presién se ajusta mediante un bombin manual para que la diferencia de alturas entre las dos columnas esté en
el rango visible y graduado de la escala del manémetro.
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Figura 21.32: Mandémetro diferencial.

uno de ellos sucesivamente sin perder demasiado tiempo. Asi, se analizaran las pérdidas en
diversos elementos (como una véalvula, un tren de codos o una expansioén brusca, entre otros)
una vez que se intercalen en el circuito hidraulico justo en region dedicada a ello.

Realizacion de la practica y presentacion de resultados

Para conseguir el objetivo de la practica de cuantificacion de las pérdidas localizadas en
diferentes accesorios, el estudiante calculara el coeficiente adimensional de pérdida de carga
para tres caudales ligeramente diferentes, calculando para cada uno de ellos el coeficiente
( y asignando a cada elemento analizado un valor promedio de los calculados, que fijara el
coeficiente ( para el rango de caudales considerado. En el caso de que el accesorio sea una
valvula, se calculara el coeficiente ¢ de la misma manera, pero para diferentes aperturas de
la valvula y, por tanto, para caudales bien diferentes. En este caso, el coeficiente de pérdida
localizada dependera del caudal, pero en realidad cada diferente apertura de la valvula se
puede considerar como un accesorio diferente.

A continuacién se describen los pasos a seguir en la realizacién de la préctica:
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. Configurar el conjunto de valvulas para que el movimiento del fluido tenga lugar a

través del tramo dedicado a colocar el accesorio.

. Colocar el accesorio a analizar, asi como habilitar el manémetro diferencial mediante la

conexion de los dos conectores rapidos aguas arriba y aguas abajo del accesorio.

. Poner en marcha la bomba centrifuga mediante el interruptor on/off situado en el cuadro

de arranque de la parte superior izquierda de la instalacion. Tener presente que en el
cuadro existe un boton de parada de emergencia que se debera pulsar para detener
instantaneamente el funcionamiento de la instalacion en caso de necesidad.

. Regular el caudal al deseado mediante la valvula de regulacion.

. Una vez estabilizado el caudal y transcurrido un cierto tiempo para dar por estabilizado

el flujo por toda la instalacion se medira la diferencia de altura A en el manémetro
diferencial. Esta labor puede requerir el ajuste de la presion py mediante el uso del

bombin disponible en el manémetro (ver figura [21.32)).

. Hacer las correspondientes anotaciones en la tabla del Anexo. Para obtener las

velocidades medias a partir de los caudales medidos, se proporcionaran durante la
practica las secciones de los conductos correspondientes.

Repetir el proceso desde 4 para otro caudal.

. Una vez analizados los tres caudales para un mismo accesorio, se detendra el

funcionamiento de la instalacion, y se procedera desde 2 con un nuevo accesorio, si
ain quedan por analizar. Si todos se han analizado, la practica habra terminado. En
caso de que el accesorio a analizar sea la vélvula, se entendera que se trata de un
accesorio diferente cuando se cambie la apertura de la misma.

Tras la realizacién de la pratica, el estudiante debera presentar la tabla adjunta en el
Anexo con las medidas realizadas y los calculos llevados a cabo para obtener el coeficiente
adimensional de pérdida de carga medio, (;eqi0, de cada elemento analizado.
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Anexo: Hoja de toma de datos

Densidad del fluido:
‘ Accesorio ‘ Q (1/h) ‘ v (m/s) ‘ h (mm) ‘ (AD)1oc ‘ ¢

Resumen final, indicando el valor promedio del coeficiente de pérdida, (egio:

‘ Accesorio ‘ Cmedio ‘
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